
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 



at |http : //books . google . com/ 







Harbatrb CoOege X&nwcv 




FROM THE 

GEORGE B. SOHIER 
PRIZE FUND 



THE SURPLUS INCOME OF THIS FUND 
GIVEN BY WALDO HIGGINSON (CLASS 
OF 1833) IN MEMORY OF GEORGE 
BRIMMER SOHIER (CLASS OF 1852) 
IS TO BE EXPENDED FOR BOOKS FOR 
THE LIBRARY 



SCIENCE CENTER LIBRARY 



J Brokerhof & ReckerSf 
Istd lombardstraat /2.i'| 




■Wh 



■ r I ' 



NIEUW ARCHIEF 



VOOR 



WISKUNDE. 



Deel XIII. 



AMSTERDAM, 

J. P. SIKKEN, 

1887. 







^^^VUSIA^^ 



AJ^<é( 



Het „Nieuw Arckief Yoor Wiskunde" warde uUgegeven door het 
Wiskundig Genootschap te Amsterdam, „Een onvermoeide arbeid komt 
fdles te boven." 

De inrichting en het doel van dit Tijdschrift zyn dezelfde gebleven 
als in de Voorrede van het Eerste Deel werd aangekondigd. 

De Redacteük, 
Leiden, April 1887. D. BIERENS DE HAAN, 
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OYER HET ONDERZOEK NAAR KROMMEN HET EEN 

MIDDELPUNT IN EEN KROMMENBÜNDEL VAN 

DEN DERDEN GRAAD, 



D«. P. H. 8CH01ITB. 



In zijne meesterlijke verhandeling „Uéber tdgehraiêehe Ourven, 
wdcke einm MUielpunct kaben, und üher daramif hezügUtihe Mgen* 
Êchafkn attgemeiner Curven** ') komt Stumbb onder anderen tot vol- 
gende uitkomsten 

a. ,^Onder het oneindig groot aantal krommen van den derden 
graad, die door acht willekeurig gegeven punten gaan, en dus een 
krommenbundel met negen gemeenschappelijke punten vormen , bevindt 
zich in het algemeen geen enkele kromme met een middelpunt", 

h. „In het by zondere geval, dat een der krommen een middel- 
punt heeft, behoeft daarom nog geen der anderen een middelpunt te 
hebben", 

c. //Bevat de krommenbundel twee krommen, die een middelpunt 
hebben zonder concentrisch te zijn, dan kan geen der anderen een 
middelpunt hebben", 

d. //Weet men van drie krommen van den derden graad, dat z^ 
acht punten gemeen hebben en elk een middelpunt heeft, dan zijn zQ 
ook concentrisch, enz." 

Van deze uitkomsten zijn de deelen sub en sub d onjuist ^). 
Het is myn doel in dit opstel aan te w^zen, waardoor ze ver- 
vangen moeten worden. 



^) CxBLLB*8 J<mmalt Band XL VII, Seite 7, of Jacob Stbikeb*8 Qe»am» 
meUe Werhe, Band ü, Seite 501 en meer bepaald op beide plaatsen § 7, II. 

') De bnndel 
«» +3x»y4.6ary»— 8«+3y + 

+ A(2x» — 9a;y»— 5y»— 3«» 4.6xy 4- I5y» — I2y + l) = 
N.A.v.W.DLXni. 1 



1. Wanneer een kromme van den derden graad een middelpunt 
heeft en dit punt tot oorsprong van coördinaatassen gekozen is, dan 
berat de rergel^king ran de kromme slechts termen van oneven 
graad en dus geen termen van den tweeden graad en geen bekenden 
term. Uit het ontbreken vun de termen van den tweeden graad 
Tolgt dan, dat de drie asymptoten der kromme door den oorsprong 
gaan; uit het ontbreken van den bekenden term Tolgt, dat dit mid- 
delpunt der kromme op de kromme ligt. Derhalve is een punt mid- 
delpunt eener kromme van den derden graad, wanneer vooreerst de 
drie asymptoten der kromme en ten tweede de kromme zelve door 
dit punt gaan. 

8. Wanneer de drie asymptoten der kromme door het punt M 
gaan, dan ontaardt de poolkegelsnee van dit punt M in twee rechte 
l^nen, waarvan de eene in het oneindige ligt. Stelt nu 

de kromme voor en zijn p^ q de coördinaten van M, dan is de 
poolkegelsnee ') van dit jpunt icMr 

p(ax* + 2bxy+€y*'\'2ex + 2fy + h)\ 
+ q{hx* + 2€xy-\'dy*+ifx^1tffy+k)lt =0 
+ e«»+8fa?y+yy* + i*a? + 2*y + ^ ) 
aangogeven. Van deze kegelsnee scheidt de l^n in het oneindige 
l^ zich af 9 wanneer p en q voldoen aan de drie betrekkingen 

bp + eq + f=OA . .(1) 

heeft bQ voorbeeld drie krommen met een middelpunt, sonder dat twee van 
dese eoneentriwh sQn. Dese krommen verkrQgt men door aan l achtereen- 
volgens de waarden — 1 > O, l toe te kennen. De eerste heeft het pnnt 1, O 
èer iMi , de tweede den oorsprong van coördinaten en de derde het pnnt 0, 1 
der y-as tot middelpunt De ten deele door evenwQdige aisenverplaatiing ve^ 
kregen middelpantrrefgeiykiiigen -i^n 

«»+3««y+ 6ary« — 3«+ »y = 0, 

8*»+8«»y— 8*y«— 5j» + 12*+ 6y = 0. 
') Schrift men de vergemking der kromme in de homogeene gedaante 
y(«,y,«) = 0, en duidt men de homogeene coördinaten van M door p,^, r 
aan, dan is de vergeiyking der poolkegelsnee van H, loo als men weet. 



D^rlialy« is 
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de voorwaarde, die uitdrukt, dat de drie asymptoten der kromme door 
een pimt gaan *). 

3. Is aan de betrekking (2) voldaan, dan is de l^n die met l^ 
de poolkeg^nee van het punt M vormt, vowgesteld door 

Ligt het punt p, j' op deze lyn , dan ligt het tevens op de kromme. 
Daar dit gebeurt, als 

2(e^» + 2/p^+^^*) + 8(A/7+*^) + ; = (8) 

is, sal de kromme een micBelpunt hebben, wanneer er voldaan is 
aan de beide voorwaarden, die men door eliminatie van jp en f uit 
de vier vergel^kingen (1) en (3) verkrggt. Van deze twee voor- 
waarden steU de vergelijking (2) er een voor. En de anden vindt 
men, door uit twee der vergelykingen (1), bij voorbeeld de eerste en 
de laatste, ^ en £ op 4e lossen en in (3) in te voegen, in de gedaante 

+ 8{A(i^-ife) + *(ce-ay)}(«i-ac) + /(arf-ac)« = . . (4) 

4. Van een enkele kromme van den derden graad gaat men door 
de onderstelling 

tot fmk, krommenbundel over. Invoeging van deze waarden in de 
betrekkingen (2) en (4) levert twee vergelykingen op, waarvan de 
de eerste tot dem. derden , de tweede tot den vijjfden graad in A 
opklimt. 

Wil de bundel een kromme, mei een middelpunt bevatten, dan 



^) Het 18 gemakkeiyk in te sien, dat de aMding der vergelQkingen (1) 
met beholp van de poolkegelsnee alleen in den vorm venehilt van die door 
middel van de assenverplaalÉlDg ar=:x, +j», y =y, + q jmmht liet paot M. 
Werkeiyk sQn de eerste leden van de betrekkingen (1) achtereenvolgens de 
aan nul geljfk te stellen coëfficiënten van Sd(^>, Gx^y, en Sy/, terwQ! de 
vlMdkende term yS^»,^) met beln^ van 4e l»etrekkingen (1) ompiddeligk in 
den vorm van het eente lid der verdor volgende varfelgkiag (S) ^ brengen is. 

1* 



moeten de beide boTengenoemde yergelijkingen in A een gemeen- 
Bchappel^ken wortel hebben, wat in het algemeen niet het geval is 
(pnnt a van Steinbr's uitkomsten), w^'l de tweede de grootheden 
^i> ^i> ^t* ^i> ^i> h ^^&t, die niet in de eerste voorkomen. En 
hebben deze vergelgkingen een gemeenschappeligken wortel, dan heb* 
ben zij daarom nog geen tweeden (pnnt b van Steinbb's uitkomsten). 

Daar de betrekking (2) een derdemachtsvergeüjjking in A is, bevat 
een willekeurig aangenomen bundel steeds drie krommen met door 
een punt gaande asymptoten. Zijn nu de wortels van de vergely- 
king (2) tevens wortels van de vergelgking (4), dan bevat de bun- 
del drie middelpuntskrommen. En de coëfficiënten a|, &|,«..;j en 
a,» ^i»«**^t vfti^ de vergel^king des bundels kunnen zonder moeite 
zoo bepaald worden, dat dit werkelgk plaats vindt en drie vooraf 
willekeurig gekozen punten middelpunteii zijn van drie met willekeu- 
rig gekozen waarden van A overeenkomende krommen. Met venvij- 
zing naar het in de tweede noot aangevoerde voorbeeld mag de be- 
werking, die tot bevestiging van het beweerde leidt, aan den lezer 
worden overgelaten. 

Omdat de betrekking (2) in A van den derden graad is, kan de 
bundel verder alleen dan meer dan drie krommen met een middel- 
punt bevatten, wanneer voor elke waarde van A aan de betrekking 
(2) voldaan is ; d. w. z. wanneer de coëfficiënten van de verschil- 
lende machten van A in die vergelgking allen nul z^n. Alleen 
onder de vier voorwaarden 
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(5) 



kan de bundel dus meer dan drie krommen met een middelpunt 
bevatten. Deze voorwaarden zullen eerst in een anderen vorm wor- 
den gebracht. 

5. Aan de eerste en de laatste der vier voorwaarden (5) wordt 
zoo algemeen mogelijk voldaan, door te stellen 
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waarin mi en ii|, i»| en «^ ^^^ geheel onbepaalde coëfficiënten Toor- 
stellen. InToeging dezer waarden in de beide andere Toorwaarden 
(5) geeft dan 

«I «1 ^1 
(«»,-»,) 3i 3, c, =(»,-»,) 
c, c, rf, 

«1 «j dj I 

(»*t-»i) ^1 *i ^s =(«j-»i) 
Si <?t ^s 1 

De Terschillende wijzen, waarop men aan deze TOorwaarden kan 
Toldoen, verdienen in twee hoofdgeyallen te worden onderscheiden. 
Vooreerst kan men de beide factoren »i,— «ij en»|— », nul stel- 
len. Stelt men dan de gemeenschappelijke waarde ran m^ en m, 
door m en die Tan n^ en n^ door n voor, dan volgt uit de onder- 
stellingen (6), dat onafhankelijjk van A de betrekkingen 

e :=zma-]'Hby 
fz=zmb'\'nCy 

gelden en de vergelijkingen (1) dus de gedaante 

c(;^ + »*) + % + ») = 

aannemen. En in dit geval heeft elke kromme van den bundel drie 
door een punt gaande asymptoten, maar is dit punt voor alle krom- 
men hetzelfde, namelijk het punt — m, ^». Zoodat de onderstel- 
lingen ff»2 =ri»| en », ^^'^i alleen kunnen leiden tot een bundel 
van concentrische krommen, waarvan het bestaan langs meer een- 
voudigen weg blijken kan. 

De tweede onderstelling, die boven bedoeld werd, doet de beide 
voorwaarden (7) met elkaar identisch worden door het met elkaar 
evenredig zijn der vier determinanten, zoodat men heeft 



= ..(8) 



Alvorens na te gaan tot welke uitkomst deze onderstelling leidt, 
mag de beteekenis van het eerste lid der vergelijking nader worden 
onderzocht. Wijjl het in elk der coëfficientengroepen «i, dj, Ci, d^ 
en a,» ^t» C), (/| van de beide vormen 
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aj X* + 8ó, x*y + Se^ xy^ + d^ y\\ 

a^x* + ^6^x*y+Sc^xy^+d^y* i ^ ^ 

homogeen Tan den derden gnuid en van het gewicht vier *) is, ter- 
wQl het klaarblijkelijk niet rerandert als a^, 6^, Ci, d^ achtereen- 
Tolgens door a^+Xa^^ ^i4'^^s> ^i+^^^n di+Xd^ yerrangen 
worden, schijnt het een ,/Combinante'* der beide rormen te zyn. 
Werkelijk is dit het geval, en dmkt de rergemking (8) de voor- 
waarde uit, dat de vergely kingen if=:0 en o = 0, die men door 
het nul stellen der beide vormen (9) verkrijgt; zich laten vereenigen 

X 

tot eene vergel^king m-{-Ao = 0, die drie gelijke wortels in - 

heeft '). In het beschouwde geval van den krommenbundel drukt 
de vergelgking (8) derhalve de voorwaarde uit, dat de bundel eene 
kromme bevat, die drie op elkaar volgende punten met de üjn l^ 
gemeen heeft, en dus in het punt van samenvalling een buigpunt 
bezit, waarvan l^ de buigraakl^n is. 

6. Bevat de bundel onder de besdiouwde voorwaarde (8) een 
kromme, die de l^*n l^ osculeert, dan kan ter bekorting van het 
onderzoek deze kromme tot een der beide bepalende krommen van 
den bundel worden aangenomen. Derhalve doet de onderstelling 
&2 := ^2 = rf} := O de algemeenheid niet te kort *). 

Om den invloed der onderstelling ^, =: c, = e^^ = ^ ^ bepalen 
moet men tot de vier voorwaarden (5) teruggaan. Van deze is 
alleen de laatste zonder meer vervuld, terwijl aan de eerste zoo alge- 
meen mogelyk voldaan wordt door te stellen 

f^ =itta,+»tfi,| (10) 

^1 =mc,+udiJ 
Hierdoor gaan na invoeging de beide andere voorwaarden (5) 
over in 



^) Hiertoe denke men o^ ,' 6, , e^ , <f, en a, , 6, , c, , d^ vervangen door 
<i»» ^1) ^»» ^a *^ ^v» ^11 ^Bf ^«t waarby de Indices dier nienwc coëffi- 
ciënten tevens hare gewichten aanwyzen. 

7) Men vergelQke Salmon's mLeêsom introductory to the modem higher 
dlg^a'^, in de les »AppUcatione to bineary qtumtics** onder »Syêtem of two 
asbicê,** 

*) Hier mag worden opgemerkt , dat alle gevallen, niet begrepen in de 
onderstellingen m^ =m, en n^:=zn^, xich onder de aMeelingvan vergeiyking 
(8) rangschikken en dos met de behandeling van het geval 6. = c, = d, = 
tevens zyn afgedaan. 



^1^1 I 



ï| hl 0% — «»aj 
*, Cj /, =0, 

Cl dl ^, 
waaraan de betrekkingen 

/i= f'c, (11) 

^1 = f*^i ) 

voor alle waaiden ran fA op de meest algemeene wijze voULoen. Bn 
door inroeging der waarden venrat in (10) en (11) gaan de drie 
vergelijkingen (1) over in 

(a,+A«,)CP + »») + *,(^+» + Af*) = 0, 
*i(l^ + »») + ö,(9 + « + A^) = 0. 

öiOP + »») + ^ite + »+Af«) = 0, 
welke door 

p=-m. qzsz'-in + Xf*) , . . . O») 

vervangen kunnen worden. Hieruit blgkt, dat de meetkundige plaats 
van het sn^pant p, q der asymptotendrietallen een rechte lijn is, de 
lijn a;=— ff» evenwijdig aan de y-as. Dus geldt de volgende 
stelling : 

Steujng I. Terw^i een willekeurig gekozen krommenbundel van 
den derden graad drie krommen met door een punt gaande asymp- 
toten bevat, z^n er bundels van krommen van den derden graad, 
waarvan elke kromme, drie door een punt gaande asymptoten heeft. 
Of dit punt is voor alle krommen hetzelfde (en dan bevat de bundel 
zeker een kromme, waarvan dit punt middelpunt is), of dit punt 
verandert van kronune tot kromme en heeft dan eene rechte lijn tot 
meetkundige plaats. In het laatste geval bevat de bundel een 
kromme, die de lijn l^ osculeert (in het snijpunt der bedoelde meet* 
kundige plaats met l^). 

7. Zoo als bekend is, heeft evenwijdige verplaatsing der ooördi- 
naatassen geen invloed op de coëfficiënten der termen van den hoog- 
sten graad. Derhalve kan na het aannemen der onderstelling 
ó| ^ Cj := (?2 = O d^ oorsprong van coördinaten ter vereenvoudi- 
ging naar het punt a^=— «», yz=— » verplaatst worden. Hier- 
door worden de betrekkingen (10) en (11) eenvoudig 



c. =0, 






en vindt men voor de vergelijjking der kromme 



8 

+ A(a,a?» + 8^«ó,a?* + 6^«öjicy + 3/E«rf4y» + 8A,a; + 3*,y + ^j) = 0. 

Bovendien doet bedoelde Terplaatsing de in (12) gegeven coördi- 
naten van het asymptotensngpnnt /?, q in O,— A/» overgaan, zoodat 
de voorwaarde, die uitdrukt, dat dit punt op de kromme ligt, door 
de vergelijking 

2AV'<^i-8AV*4 + A(^5-3|t«ife,) + ^, =0 . . . (18) 

wordt voorgesteld. W^l deze vergelijking van den derden graad is 
in A, kan een krommenbundel van den derden graad alleen dan 
meer dan drie niet concentrische krommen met een middelpunt be- 
vatten, wanneer alle krommen een middelpunt hebben, zonder dat er 
twee concentrisch z^n. Dit laatste nu kan werkelijk voorkomen. 
Immers, als d^ ^zk^:=:l^szO en l^z=zSflk^ is, dan is onaf- 
hankelijk van A aan de betrekking (13) voldaan. Zoodat alle *) 
krommen van den bundel 

a, a?' + 8^1 a?* y + 3 ö, osy* + 8 A| aj 4- 3* , 1/ + 
+ A(aja?» + 8iE«*|aj« + 6/i«Cia;y + 8A,a?+3/i«^,) = . . (14) 

een middelpunt hebben, en de meetkundige plaats dier middelpunten 
de f^-as is. Werkelijk doet verplaatsing van den oorsprong naar 
het punt ic = 0, y = — A/t« (dat van kromme tot kromme verandert) 
de vergelijking (14) overgaan in 
(ai+Aa,>i;H8^ia?*y+3(?ia;|/*+3(A|+A,A-ö,AV*)a?+8*,y = (16), 

De gevonden bundel (14) is onder hen, die de gewenschte eigen- 
schappen bezitten, de meest algemeene. Door het verdwijnen van den 
term met y' is het snijpunt van de |/-as met de lijn l^ aan alle 
krommen gemeen. Wijl het middelpunt steeds tegelijk asymptoten- 
snijpunt is *•) en dit punt voor elke kronmie des bundels op de y-as 
ligt, zal elke kromme des bundels de |^-as tot een der asymptoten 
hebben. En de kromme, die in dit snijpunt van de j^-as met Z« de 
lijn l^ osculeert (A =: »), heeft in dezen bijzonderen bundel in dit 



') Hierop maakt de kromme, die men verkrijgt door X oneindig groot te 
nemen , in zoover eene nitzondering, dat zjj een middelpant in het oneindige 
heeft, en dit pnnt das geen middelpunt der kromme is in den gewonen sio. 

^^} Alleen by de kromme , die een middelpnnt in het eindige en een dub- 
belpnnt in het oneindige heeft, gaat slechts een der asymptoten door het' 
middelpunt, terwijl de beide anderen evenwgdig zQn en aan weerskanten op 
gelijke afstanden van het middelpunt verwijderd. Deze uitzondering treedt 
niet op aio het bedoelde dabbelpunt een keerpunt is (Stbdi«r , loc. cit. f 9. II). 



punt een dubbelpunt, waaryan de y-as en de lijn l^ de raakl^nen 

De uitkomsten sub e en sub d ran Stsinsr moeten dus door de 
Yolgende stellingen vervangen worden: 

Stelling II. Zonder dat alle krommen van een bundel van den 
derden graad een middelpunt hebben, laat zulk een bundel hoog* 
stens drie '') krommen met een middelpunt toe. De middelpunten 
dezer drie krommen kunnen een geheel willekeurige ligging hebben 
ten opzichte van elkaar; alleen wanneer alle krommen des bundels 
door een met de kromme veranderend punt gaande asymptoten heb- 
ben , liggen de drie middellijnen zeker op een rechte lijn, en osculeert 
de kromme van den bundel, die door het oneindig ver gelegen punt 
van die lijn gaat, de lijn l^ in dit punt. 

Stslling in. Wanneer een biandel krommen van den derden 
graad vier krommen met een middelpunt bevat, dan hebben alle 
krommen van dien bundel een middelpunt. Hierbijj doen zich twee 
gevallen voor: of de middelpunten vallen in een enkel punt samen, 
of zy hebben eene rechte lijn tot meetkundige plaats, waarvan de 
punten één aan één, d. i. projectief, met de krommen des bundels 
overeenkomen, wanneer men aan elk punt dier lijn de kromme toe- 
wijst, die dit punt tot middelpunt heeft ^'J. De bedoelde rechte Hjn 
van het laatste geval, dat merkwaardig tot nu toe nog niet is be« 
schreven, is dan de gemeenschappelijke asymptoot van alle krommen 
des bundels, die elkaar in haar oneindig ver gelegen punt osculee- 
ren '^). Dit oneindig ver gelegen punt, dat derhalve drie der negen 
basispunten des bundels vertegenwoordigt, is dubbelpunt van eene der 
krommen des bundels; deze kromme heefb in dit punt de aangewe- 



11) Van de negen basispunten vallen er in dit geval drie in het oneindig 
ver gelegen pnnt samen; want de kromme met het dabbelpant heeft, wQl 
een der dnbbelpnntsraakiynen weer de IQn x = O is , met elke andere kromme 
van den bandel in dit oneindig ver gelegen pnnt drie punten gemeen. De 
krommen oscsleeren elkaar dos in het bedoelde pnnt in het oneindige. 

1^) Daar de vergeiyking (4) in het algemeen van den vyfden graad is in 1, 
Mm men eerst tot het vermoeden komen, dat de handel, waarvan niet alle 
krommen een middelpont hebben, hoogstens wel vQf krommen met middel* 
pnnten toelaat. Maar de invoeging der voor a^ , 6,,...i^ en a,, &»>•••/, 
in dit artikel gevonden waarden doet de voorwaarde (4) in eene derdemachts- 
vergelQking in X overgaan. 

>') Deze projectivitelt komt ook reeds voor in de eerste stelling. 

1^) Ter aanwQzing van dit osenleeren, kan hier de kromteeirkel niet ge- 
bmikt worden, wQl dese in twee rechte IQnen ontaardt. 
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sen lijn der middelpanten en l^ tot raaklijjnen. Van de twaalf dub- 
belpunten, die de bundel bezit '*), ligt er behalve het laatste punt, 
dat drie dubbelpunten vertegenwoordigt '*), nog een in het oneindige ^'), 
terwijl d^ andere acht worden opgeleverd door vier krommen, die 
uit een kegelsnee en een door het middelpunt der kegelsnee gaande 
lijn bestaan en dus twee dubbelpunten bezitten *')". 

8. Ik wensch dit opstel te eindigen met een enkele geheel voor 
de hand liggende opmerking omtrent een net van krommen van 
den derden graad. Stelt men in de eerst aangenomen vergelijking 
der kromme van den derden graad 

a=:a|+Aa,+fea,, 

*• 

en voegt men deze waarden in de beide voorwaarden (2) en (4) in , 
dan blijkt het oogenblikkelijk , dat een geheel willekeurig gekozen 
krommennet van den derden graad v^ftien krommen met een mid- 
delpunt bevat. Want de voorwaarde (2) is in A en /m van den der- 
den, de voorwaarde (4) is in A en /» van den vijfden graad. 



^^) Men vergeiyke Crkmoma*8 ,Einlêitung in éne geometrUche Theorie der 
ebenen Otrven"*, § U, n^. 88. 

1^) By Cbbmora wordt alleen bewezen dat een gemeenschappelQk raakpunt 
van alle kronunen voor twee dabbelptinten des bandels geldt ; evensoo toont 
men echter aan, dat een gemeenschappelijk oscalatiepunt van alle krommen 
voor drie dnbbelpnnten des bandels gerekend moet worden. 

1^) Dese kronmie stemt overeen met de waarde van X, die 
(a,+ XaJx«+86,xy + 8c,y» = 
tot eene vergeiyking met twee geiyke wortels maakt. 

M) Werkeiyk is het niet moeieiyk de vierdemachtsrergeiyking in X aan te 
geven, waarvan de wortels de vier ontaardende krommen doen kennen. 
Want als (15) eene op de bedoelde wyse ontaardende kromme voorstelt, dan 
IS de eerstemachtsvorm (Aj + ^aX — c^X* t/^*)x + k^y een factor van den 
tweedemachtsvorm (a^ -f Xa,)x* + 36^ x^ + 3c.y*. Das is de verlangde 
vergeiyking 



N°. 5 DER PRIJSVRAGEN VOOR IIET JAAR 1885, 



BSAMTWOOAD DOOR 



D". G. SCHOUTEN. 



Op een madsapani Jf , dat zich met aanvankel^ke snelheid lood- 
recht op de lijn, die dit punt ihet een vast centrum O rerbindt, 
beweegt, werken van nit O twee krachten ran den vortn ar'* en 
hr^\ 

Hen yraagt een volledig onderzoek der beweging, wanneer m en 
n geheele positieve getallen zijn. 



HOOFDSTUK I. 

OP8F0RINO VAN DE YXBSCUILLENDE OSYALLEN, WAARIN 
DE OPLOSSING MOGELUK IS. 



1. Stelt r den afstand voor van het bewegende punt tot het cen- 
trum, en wordt — door «, — door vervangen, dan is de ver- 
M M 

snelling van het punt 

terwijjl de krachtfunctie M U gegeven wordt door 

Daar de beweging zal plaats grepen in het vlak, dat bepaald is 
door het centrum en de richting der beweging b\j 't begin, zal de 
plaats van het bewegende punt bepaald z^n door de lengte r van 
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den Yoerstraal en den hoek d, dien deze met een bepaalde richting 
in het vlak van beweging maakt, dus ook door de coördinaten x en 
y, gegeven door 

2. Het beginsel van levende kracht geeft 

••=(r:^e-f)'=(S)V"(^)-= -+..-(.) 

waarin k een standvastige en v de snelheid der beweging voorstellen. 
Het beginsel der sectoren geeft 

waar r, de lengte van den voerstraal is bij 't begin der beweging, 
u de hoeksnelheid , waarmede deze dan wentelt, en l de afstand 
van het centrum tot de raakügn aan de baan. 
De vergelijjkingen (1) en (2) kunnen als volgt gecombineerd worden 

(t)"=(=^0'='*<*'^+*>-"-----'" 

3. Uit dezen vorm van de differentiaal-vergelijkingen der bewe- 
ging blijkt, dat de oplossing in alle gevallen mogel^'k is, waarb^' 
het laatste lid als functie van r, — of, ingeval U een functie van r* 
is, als functie van r^— , den vierden graad niet te boven gaat. 

Dit laatste Hd wordt na substitutie van de waarde van U: 

iet 23 
JlïLyj--^. JlPLy»+.4.;|y«-««y %, (4) 

1— j» l + « 

zoodat we vinden voor 

»»=sO, «=-8, -2, O, +1, 

»=:2, «=-6. -4, -8, -2, O, +1. 

»t=8, ii=-7, -5, -4, -8, -2, O, +1, +8, +5, 

m = 4, »= — 6, —4, —8, —2, 

»»=:6, «=-7. -6, -4, -3, -2, +1 

«• = 7, «=-7, -6, -8, -1-1. 

Stellen we nu de functie in (4) voor door ƒ, dan vinden we de 
volgende 17 gevallen, waarin de beweging kan opgespoord worden 
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I kracht =:a+ ir-», /^= 2«r» + *r»-0 + ««ri*). 

n kracht = a + 5r-*. /•= 2«rHAr»-2pr-«*r,*, 

III kracht = «;+5r, /'rr (3r* + 2«rHii''*-«*^i*. 

IV kracht =«r-* + ir-S /"= -^ (Ar*--2«r» -«»r,*r» -^0), 

V kracht =:«r-* + ir-*, /•= -^ (Ar* -2«r»-«»r/rH iPr), 

VI kracht = ar-» + 6r-«, /= Ar^-2«r-0 + «»ri*), 
Vn kracht = a r-» + ^^ ƒ= Pr* + Ar»-2tfr-«Vi*, 

VIII kracht = ar-» + *r"•^ /=-^ (Ar« -(« + «» r, Mr* -1(3), 
IX kracht =ar-» + *r-*, /^= •^(Ar»-(« + «»r,*)r»^|p), 

X kracht=:ar-»+5r-*. /= -^ <*''*"-(« + «**•! *)''* + 1 ^'*)- 

XI kracht = flr-» + *r, /"zspr* + Ar* -(« + «* r,*), 

XII kracht = tfr-» + dr>, /= ipr«+*r»-(« + «*ri*), 

Xni kracht = ar-»+5r«, /•= » pr«+Ar* -(«+ «V^*), 

XIV kracht = ar-*+5r-*, jTrr-^ (;ir*-w* r/r^-|«r-|p), 

XV kracht = «r-« + 4r"•^ /'=-\(Ar«-(v*r,*r*^|«r»-lP), 

XVE kracht =:ar-H*r, /'zr -^ (Pr*+*r» -«*r,*r»-|«), 

XVn kracht = ar-'+5r, ƒ = 4(P''' +Ar«-«*r/r*-i4 
4. Stellen we nn 

~ = Xdu, (6) 

waarin A een standvastige voorstelt, dan kunnen we de differentiaal- 
vergelijkingen (3) als volgt voorstellen 

. ,, , ^du \ (6) 

r J 
terwijl de snelheid door t?* = 2 U-^-k gegeven wordt, 
üit de vergelijking (2) 



wr 



2 



V 

"folgt l = o voor « = 00, 

l = eindig voor v = eindig, 
^ = 00 voor o ^ 0. 
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Is dus Toor Idmr z:^ qd 

lAmv =s 0, dim haeft de baan geen asymptoot, 
oD>Zii»v> O, dan heeft de baan een asymptoot, 
die niet door 'toentnim gaat, 

lAm 9 = 00 , dan bezit de baan een asymptoot, 
welke door 't oentrran is gericht. 



HOOFDSTUK ü. 
KHACHTz^a+ftr*"». 

6, De Tergelijking /=««r« +*r»-(/3 + «Vt*) = 0. 

In 'tyenrolg zullen we r door r^p yervangen, zoodat p =: 1 is 
b^ 't begin der beweging. Aangezien op dat tijjdstip de beweging 
loodrecht is gericht op den Yoerstraal, en dus (/r = is, moet 
f=0 een wortel ==1 hebben, en kannen we haar dus voor- 
stellen als volgt 

Wat de overige wortels van deze vergel^'king betreft, dh^ z^'n 
bestaanbaar ongeluk • • . • « > 

bestaanbaar gelqk voor I ' ' •- ) =4 ~—^ — > 

onbestaanbaar «....< 

wat de volgende gevallen geeft 

I f=2flcrt»(p-lXp+i^XP+v)yoor " "^^^l^* ' =fcv>4, f«v=f« + v, 

m /'=2».,»(,-lX0+^)HT»)«)or^^|p-=^HT» = 2^<4. T<1. 
IV/'=:2»r,»(p-l)p» voor 'J*^' =0, 

V /=««•, »0-1X,-mXp+v) voor '^'J'^' =~(»»=v-^, v<l. 
Verder wordt de snelheid gegeven door 

zoodat ze oneindig groot js zQpwel voor r = O als voor r = <». 
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6. IA. /=2«r,»(p-l)(f+M)(p + v). «>0. i»»f,>8»-pr,-». 

IJ. UV V^ Il 

WijsteUen , = -^.*» = j^. 
dan gaan de differentiaalvergelijkingen (B) en (6) OTcr in 
^y =A V2«»-,(l+y) <ïi», 

V»(i-»)(i-*'») 

f 
De eerste geïntegreerd geeft 



^-V «rj<l + v)' 



Verder is P =-f*+<l + iP*) j;^» 






y 



wordt jt< = — *»«»*»« gesteld, tssV— 1 zijnde, zoodat 

/ H'^ 
ik^ snie .cnie .dnie =z — (l+f«) w -— 

is, dan is 

p y (IV du 

de elliptische integraal van de derde soort voorstelt in den normaal- 
vorm, door Jagobi ingevoerd. 

Na geven de beide andere differentiaalvergelijjkingen 

waarbij ondersteld is, dat ^ en é ieder nul zijn bij 't begin der 
beweging, en met u gelijjktgdig aangroeien. 



1) Wy 8chr|jv^D de ^Uiptiacbe fimeties vplgeni .^e notatijo ran Gjtdbriuhk. 
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Uit fi=^kUuU6 en *'*=:1-P = ii^, volgt 

•^ 1 + V 

zoodat borengeronden vergelijkingen overgaan, na uitwerking der 
integraal en substitutie der waarde van A, in 

k'u , dnis /anu.dnu 



, t%» ku ^ dnis /snuJnu -, A 



iV 



l+'-r* — = — rr-^ « + tn(«, »0> I 

u^r^ tdniB l 



1 »i»»« itn(tf, >g) 



p ^^«»f£.c»ff du 

waar J?(«)'= 1 ef»* udu de elliptische integraal van de tweede soort 

is volgens de notatie van Jagobi. 

Uit deze bewegingsvergelijkingen blgkt, dat voor w = ir, dus 
voor y = 1 , 

V «*^i 

wordt. 

De functie Z(e, k') staat in de plaats van 

— jr — - 
waann g' = ^ a . 

Bygevolg verwijdert zich het punt voortdurend van het centrum 
in een kromlijnige baan, met asymptoot, die door het centrum gaat. 

Verder blijkt uit r» = 2 17+A = 2«r-pri-»+A, dat de snel- 
heid met den afetand toeneemt en » tot limiet heeft. 

7. IB. /'=-2«r.^l-p)(p + Ae)(p4-v), «<0, «»r,<8«-Pr,-», 
zoodat prj-» n^tief nioet zijn met een absolute waarde, grooter 
dan die van 8«. 

We steUen nu 1-p =(1 + Ae)^«»(p 

Dan worden de difEerentiaalvergel^kingen (5) en (6) 



17 



du 
±:di = Ar,péf«, ±rf6 = Arj « — • 



Uit de eerste volgt > = . - « 

Verder is p = 1—(1 +/«*)«»*». 

en -=:1 + (1 + /k) 



wordt nu -l + jt* = *»«»«(« + tK') 

gesteld, waaruit volgt 

dan wordt - = 1- \/ — ï ^-^ • 

p y fiv du 

Bovenstaande differentiaalvergelijkingen geïntegreerd geven nu 
<=-Ari ft»-(l + f«)| «»««rf»j, 

Uit l + ,,=kUn^s + ir):=zJ^^. 

volgt l + v = ^-5^^ = «»^(. + ir), 

zoodat met behulp van I s»}^uduz=l deze vergelijkingen 

•/o ^ 

overgaan in 






(8) 



i — 1-L Mg+*^) <an:(«, g+*iP) 
p ~ "^ c»(«+»r ).(ife(F+»JP) (fif 

Voor « = f wordt p = O, ö = oo, terwyl ^ eindig blijft, zoodat 
het punt na een eindigen tijd in het centrum komt met oneindig 
N.A.T.W.DI. XIII. 2 
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groote snelheid. De baan is dus een kromme, die veel overeen- 
komst moet hebben met een logarithmische spifaal. 

8. IIA. /=:2«yj»(p-l)(p + 2)S «>0, «»r, = 8«-pr,-'. 

De vergelijkingen (6) worden hier 

V «^ (p + 2)V7=ï' 

* .~V 2« ,(, + 2)Vr=T' 
welke geïntegreerd geven 



•(») 



Hieruit blijkt, dat het punt zich met toenemende snelheid van het 
centrum verw^'dert langs een baan met een asymptoot, die door het 
centrum gaat. 

9. IIB. «<0, «V, = 8«-pr,-*, /=i-2«rj»(l-p)(p + 2)*. 

De differentiaalvergelijkingen (6) gaan hier over in 

pdp 



±dt 



=\/a-. 



(p+2)Vl-P 

welke geïntegreerd geven 



(10) 



V r, ^8 V2 + P 

^ V V ^ ^^rj Vp Vs V2+P 

Het punt komt dus na een eindigen tijjd met oneindig groote 
snelheid in het centrum aan en beweegt zich in een baan, veel over- 
komende met een logarithmische spiraal. 

10. inA. /^=2«r,»(p-l)((p4-(r)HT»), «>0, 
— Py,-»<«*r,<8«-(3r,"-». 
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Wq ateUen (.-l)=£^ï— 1', 

1+y 

onder A een straks te bepalen standTastige roorstellende. Dan is 

{(p+«r)HT»}{l+y)*={((p-l) + (^+l))HT»}(l + y)» = 

= {(^(l-tf)+(<r+l)(l + »)}*+T»(l+y)*= 

=:{(^ + ^+l)-(^-(^ + l))y}»+T»(l+y)». 

We bepalen nn A zoodanig, dat de coëfficiënt van y in deze 
uitdrukking verdwynt, dus 

Wordt nu venier %A1é^ ^=zA\v\\, 
en 2^**=^-.((r+l) 

gesteld, dan wordt {(p + (r)»4.T*}(l+y)» =4^»(ifc'> + *«l/»). 

De differentiaalvergel^kingen (6) en (6) worden nu 

±rf< = Ar, prf«, ±éf6 = A«r, — . 

• P 
Uit de eerste volgt 

y=:c»tt, A = 
Verder 




is p = i+y^lzj=w+-^ 



P l+^-(^-l)y— (l+^)*-(^-l)«y» — 

4^ + (^-l).(l-y') • 
dus ook 
1__ 1 

7~8 



j , ^ c»« ^*— 1 «»>« 



(^-1)» 4^ ,,(^-1)» , 



Wordt nu L__L =_*»,««,-, gestdd, dan is 



9» 
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en tArM»is.6»t5.e^»tf 7:^ 7--- \/ r— . := r—--ken%e\ 

^A V »^ 4^ 

waardoor 

wordt. 

De differentiaalfergel\jkingen geïntegreerd geyen nu 

Nu 18 i .p- • = dnuA-u-^Elu), 

Jo l-\-cnu snu ^ ^ 

4-rf 4^ 

en uit de laatste ^ A ^z dnis —iksnis, zoodat bovenstaande bewe- 
gingsvergeKjkingeu worden 

^ \/l+~^'='^^^»^-«+-^i^^i^(*^*^^^^ —(11) 

2 c»« i^rftn(«,tf) I 

P l^k^sn*ie.8n*u kcnie du * / 

Voor if = 2 Z worden p ;=: 00 en ^ = go , doch heeft d een ein- 
dige waarde, nl. 

7=^i^(^'*>+2ïz^ ;^^^)— r 

V "'"«V, 

Bijgevolg beweegt zich het punt met toenemende snelheid van het 
centrum af in een baan^ die een asymptoot heeft, welke door het 
centrum gaat. 

11. IIIB. /=-2«^,»(l-p)((p+(r)«+T>). «<0, 
Wij stellen 
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dan is 



id 



als ^>:=(l+<r)ï+r"=;l + 4(r, 

gesteld worden. De differentiaalvergelijkingen (5) en (6) worden na 



VCl-y^M^^' + ^^y*) 



= — A V — 2«r, A du, 



du 
±idt z=L Xr ^ pduy ±d^ =: Ar, w — . 

P 

Uit de eerste volgt 

y = cnu, A=-y/-^ 



Verder is « = 1-^^ — ^=1 + ^-- 



id 
'\-enu 






= i 



1 + 






Wordt nu ^4^ = **««*(« + »-2^)= -T" gesteld, zoodat 



[k'én(B^i]C).cnie^iJC).dn{e-^i£') =-^ ^ fj^" 



A*-l dne 
4^ sne* 
zoo wordt 

1 t Jij. £^ü ênB dn(u,e + iK ')\ 

De differentiaalvergelijkingen geïntegreerd, geven na 

2d =-^ Ar.» ii«+ I , — - — ,, . .^, — ; — y- n(«, tf+»ir)L 



o d t ^^^ f" cnudu sns.dnu-^-snuJne 

Zêusjo 1— A?*«»*(5+iJr).»»*« sneJnu-snu.dns' 
zoo vinden we roor de bewegingsrergelijkingen 



^ V-P + ^V- 1= — «+|^ . — :5 — n(tf,«+tjr) Q2) 

2 c»«.g»*g ^»g (?n(«, g + tjfc^) 1 

p *»*€— «»*M rf»g du ' j 

Hieruit blijkt, dat roor uz=z6 p=iO, $ = oo worden, doch t 
eindig is , zoodat het punt na eindigen t^d in het centrum zal komen 
met oneindig groote snelheid langs een baan, die veel gelijken moet 
op een logarithmische spiraal. 

12. IVA. ir==2«/-j9(p-l)p>, «>0, «*r, =Prj-». 
Hier worden de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) 

V 2a Vp-1 V 2« pi^^p-i' 

welke geintegreerd geven 

^<y/^ = VFr. «y/^=-^+%2>VFT.(13) 

Het punt verwijdert zich met toenemende snelheid van het cen- 
trum langs een baan met asymptoot. 

De eerste vergelijking, als volgt geschreven, 

drukt uit, dat de verwijdering eenparig versneld geschiedt. Die uit- 
komst was te voorzien, aangezien voor «-r, = — (3rj"* = de be- 
weging eenparig versneld moet zijn. 

18. IVB. /=-2fltr,»(l-p)p*, «<0, «Vi=-prr». 

De integratie der differentiaalvergelijkingen geeft onmiddellijk 



Het punt valt dus na een tijdsverloop van w — i met oneindig 

groote snelheid in het centrum langs een baan, overeenkomende met 
een logarithmische spiraal. 
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De nadering tot het centrum is eenparig yersneid. 
14. In het laatste geval in § 5 genoemd, namelijk 

/•=2«r,»(p-l)(p-Ac)(p + v). l^^P-i_=-^v = v-/«*, 

moeten we drie gevallen onderscheiden /k= 1. 
V ^<l, dus /^=2«r,'(p-l)(p-Ac)(p + v). 0>Ï^^^J±^^*>-1, 
VI M=l. du8 /'=8«rj»(p-i)*(f + i). «V, =-(« + P>-,-») 
Vn M> 1. dus /'=2«r,»(f-l)(p-iu)(p+v). *■*''» +P''»" <-i. 

16. VA. /=2«r,»(p-l)(p-fc)(p + v), «>0. 

-^rj-»>«»r,>-(»+^r,-'). 

We eteUen p-l = (l-f,)-iL, 

•^'1— y 

1 + V 1 + V 

De differentiaalvergelijkingen (5) en (6) gaan hierdoor over in 
dy 



Vy(l-y)(l-*»y) 



:AV2«rj(l + v) du. 



du 
±dt=zXripdUy ±^d=A«ri — • 

P 
Uit de eerste volgt 

Verder is p = a -1 ^ 






p 1— /t«y ^ ^l—fAên^u 

of, als /t« =:**«»» 5 wordt gesteld, zoodat 

k^ane.cns.dne z=z(l^fA) \/ :J— 

V 1 + v 

is. wordt l^l.JTB'^B-^). 

p V A«v rff« 

De differentiaalvergel^kingen geven nu 

< = Ar. (.«+(1 -^)X"^^,) . « = Ar. « (« - y llinK o). 
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Omdat l+v=-—=-y^', v= ^,^ , /t«v= —»»>?.«•> é 
is, worden deze bewegingsrergeligkiDgen na substitatie dezer wïmrden 
,^ /2« *'«,!_ (ènudnu _, A \ 



V «*r, a»ff ^ ' 



1 e?»g <^n(f<,g) 



(15) 



Voor uzzz K worden p i= «> en ^ =: «> , maar blijft fr eindig. 
Bijgevolg beweegt zich het punt met steeds toenemende snelheid, 
langs een baan met een asymptoot, die door het centrum gaat. 
16. VB. /•=-2«r,ni-p)(p-A*)(p + v). «<0, 

Hier stellen we 1 — p =: (1 - iA)8in'^ (p 

en ^ -l + v' ^ ~l + v 

De differentiaalvergelijkingen (6) en (6) worden nu 
-2 d0 



Xdu = 



\/-2«r,(l + v) ^l-k^Sin^(p 
du 



I P 



Hieruit volgt y=-^ —±—. 

Verder is p =: 1— (l-/t«)««*«, 

1=1+(1-.); """ 



p i—(l— /[«)»»*« 

of, als 1— /[« = **»»*(! 5+ Z") wordt gesteld, zoodat 



IS, dan wordt -z=l+ \/ » — ^ — ï — • 

p \ fjtv du 

De differentiaalvergelijkingen geïntegreerd geven nu 

\t\J'^(Hy) = u^(l^fA)j\n^udu, 
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1 , 



(16) 



Omdat uit 1 - a* = Ar> «»« (ie +Z') en k^ = ]^^ • 

1 + V 

Tolgen /t« = rf»*(»5+Z'), V ==-<?»* (»5 + ^), 

zoo kunnen we de bewegingsvergel^'kingen ook onder de rolgende 

gedaante schrijven 

I ^ / — 2« cn*(ie + £) , /. , i.. w/ v ^ 

p "" "*■ icniie-^rjJniiê+K) du \l 

Uit de theorie der elliptische functies blijkt nu, dat de voerstraal 
afwisselend de maximum- en minimumwaarden r, en fir^ zal ver- 
krijgen; dat het tijdsverloop daartusschen standvastig gelijk is aan 

V -« ' \dn{s,k') dH{6, k') ) 

en dat de hoek tusschen elk opvolgend paar dier voerstralen onver- 
anderlijk gelijk is aan 

17. VI. f=2«f,Mp-l)Mp+l), «V, =-(«+pr,-»). 
In dit geval moet de beweging een eenparige cirkelvormige zijn. 
VHA. /^=2«rj»(l-p)(A*-p)(p + v), «>0, «V,<-(«+|3r,-*). 



Wij stellen l-p = (/t«-l) 



i-**y' 



waarin *' = — ■ — , Ar ' = — -— ; 

v + A« v + jK 

zoodat de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) worden 



Vy(i-y)(i-**y) 



=:A V2«r,(i[« + v)e?«, 



P 



De eerste geeft y =: *»* «, A =s — \/ 

V «r,(A. + v) 



Verder is P = ac- --JtJi—^, 

of als *V = **«»* (f + êi:') = -V- gesteld wordt , zoodat 

is, kunnen we roor - sdurijven 

1 = 1- cn(e + iK*) dnju^s-^JK') 

p <»(É + »ir').(?»(f+»Z') (?a 

De differentiaalvergelijkingen geïntegreerd geven nu 

.=-... (,«-(,-i)2"^^j. 

of na inroering Tan de waarde voor A 

iW-[^+iT7;)= cnie+iK^ ^«-n(«>.H>n[ (17) 

p »»(5+»jr').^»(e+»Jr') du 

Voor » = f wordt p = 0, fl = oo, terwijl t een eindige waarde 
heeft; bqgevolg zal het punt na een eindigen tijd in het centrum 
komen met oneindig groote snelheid langs een logarithmisch-spiraal- 
vormige baan. 

18. VIIB. /=-2«rj»(p-l)(^-pXp+v), «<0, «V,>-(«+pr,-»). 

Wij steUen (p- 1) = k^ (1 + v) ,— ^, 

A«+v 
De integraalvergely kingen (5) en (6) worden dan 

P 
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Uit de eerste volgt 



Om de beide laatsten te integreert, schreven we 

Stellen we nu hierin v = — »»*»«, 
- , 1 + v cn^i$ dn^ii 

dus A* + v= —,— = -yr"» '*~"T»~' 

dan kunnen ze onder de volgende gedaante geschreven worden: 

,. , cn^is 1 , . icnis dinCtt^is) 

p=»«>t5+-t-T— , - = 1 + — :-3— :- 3 ^. 

an^u p 8nt6,dnt6 du 

Verder is 

Ar, ==2i/^.-;4==.==S\/-^J ^, 

' V -2a Va« + v V -2« cnis* 

* V —2a c»«(ï V «^i+P^r' c»M 

/ ^'^^i ènis,dnis^ 

worden deze waarden in de beide differentiaalvergel^kingen gesub- 
stitueerd, dan vinden we na integratie de volgende bewegingsverge- 
lijkingen: 

V «*r, »c»»e i \ » /' l 

1 - ienis din{Uy ie ) 

p anisJnie' du ' > 

Hieruit bl^kt, dat de baan een regelmatig gegolMe IQn is met 
afwisselend nuiximum en minimum voerstralen fir^ en r , , die een 
hoek insluiten gelijk aan 






welke door den voerstraal wordt beschreven, in den tgd 



/2r, /enie 
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e ^ . ««*«€ 



s+ "-^^njTjr 



19. Vatten we de gevonden uitkomsten samen, dan blijkt, dat 
ingeval het standvastige deel a van de kracht a'^èr"^ positief is, 
dus een afstootende kracht voorstelt, het punt zich van het centrum 
voortdurend zal verwijderen met steeds toenemende snelheid langs 
een baan met asymptoot, die door het centrum gaat, zoolang 
«* r ,>—(« + (3 r , ~ ' ) is , dat wil zeggen, zoolang bij 't begin der be- 
weging de middelpuntzoekende kracht grooter is dan de geheele be- 
weegkracht; dat de beweging eenparig cirkelvormig wordt voor Ai'r, = 
= -(« + pr,"*); dat voor «*r, <— (a + P^i"') ^^^ P^n* echter 
langs een spiraalvormige baan met oneindig veel windingen zal be- 
wegen en in het centrum zal aankomen .met oneindig groote snelheid. 

Is echter het standvastige deel der kracht negatief, dus een aan- 
trekkende kracht, dan zal eveneens het punt zich in een spiraalvor- 
mige baan bewegen, met oneindig veel windingen en met oneindig 
groote snelheid in het centrum komen, zoolang «•ri< — ^r,"' is, 
dat wil zeggen, zoolang de middelpuntzoekende kracht bij 't begin der 
beweging het veranderlijke deel der kracht niet overtreft in grootte; 
doch dat voor «-r,>— pri"' de baan een regelmatig gegolfde lijn 
is, door voor «'r, =:— (a + P^i"') ^^ een cirkel overgaat. 

Hieruit bl^kt verder, dat het punt onder de werking eener stand- 
vastige kracht zich in een baan met asymptoot van het centrum zal 
verwijjderen , als de kracht een afstootende, daarentegen in een 
regelmatig gegolfde lijn zal bewegen, als de kracht een aantrek- 
kende is. 



HOOFDSTUK III. 

DE KRACHT a + 6r'*. 

20. De vergelijking /=. 2«r* + Ar*-2pr— «*r,* = 0. 
Daar deze vergel^king een wortel =zr^ moet hebben, kannen we 
haar onder de volgende gedaante schrijven: 

/=2«r,»(p-l)+, waar+ = p>4. LZ__ü.l_ p + -_L . 

De teekens van 4^ zijn voor 
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respectievelijk +, ; , et, , +• 

et et 

Hieruit blijkt rooreerst, dat de vergelijking 4^ = voor et<0 
een negatieven en positieven wortel moet hebben, welke laatste 

= 1 is voor «>r, =-(«+Pri--)5 ^^* ^^ 

*=(p-/[«)(p + v) voor a<0, en /[«=1 met «*r^ = - (a + Prj-»). 

Is echter «>0, dan sdjn de wortels van 4f z=zO 

bestaanbaar en onderling ongelijk | /«Jr+20r-»\«> «V 

bestaanbaar en onderling gelijk > voor l ^— ^ ) ^ * 'Ya ' 

onbestaanbaar J 

Merken we op, dat — i-^ = — +|^1+^, 

zoo kunnen we deze uitkomst als volgt uitdrukken : 

de wortels van 4f =iO zijn 

positief en onderling ongelijk voor < ( 1^\/ "ö — I » 

positief en onderling gelijk voor ■ : — =fl-w -g— 1 » 

onbestaanbaar / /ft>»r,\*^ ft^Vf+Jg+gri"* ^ /, / w»r| \» 
voor V +V "2^; ^ i^^ ^ l V T^) ' 

negatief en onder-/ /wViA* < ü*rffflt+gr|"' 

ling gelijk voor \ V 3« / a 

jgatief en onder-/ /fc>V,\ * <tf^ri+flt+grt^* 
ig ongeljgk voor\ V 2 « / « 



neg 
ling- 

In 't geheel hebben we dus de volgende hoofdgevallen te onder- 
scheiden : 

I. /• = -2«r,»a-p)(p-f*)(p + v), «<0, 



A* = l met «*r|=-(« + |3/-j->). 
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III. /'=3«r,»(p-l)(,-y/!^')\ «>0. 
IV. /=8«r,>(p-l)((p-0Mr*). «>0, 

VI. f=2«r.Mp-l)((p + <r)* + r«), «>0, 



VIII. /=3«r,»(?-l)(p+^)(p + ,), «>0, 

Eindelijk merken we op, dat de snelheid v gegeren wordt door 

en dus een oneindig groote waarde rerkrijgt, zoowel voor r = O als 
voor rs=<x>. Strekt de baan zich dns tot in het oneindige uit, 
dan moet ze een asymptoot hebben, die door het centnim is gericht. 

21. I. /=tt-iï«^,»(l-P)(p-f*)(P + v), «<0, 

/t«=l met «*rj =— (« + pfj-*). 

Dit geyal stemt geheel overeen met V in § 5 roor «<0, zoodat 
de formulen (16) en (18) hier geldig zijn. Alleen moet in deze for- 

muien (3 = gesteld worden, omdat hier — ftv = --— ^ is, terwijl 
in V § 5 -it«v=: ^"T^^— was. 



ai 

Het punt beweegt zich dus in een regelmatig gegolfde baan met 
maximum en minimum voersferalen (=rr| en fjtr^ voor |b^<1, sssjk^i 
en r, voor f*> 1), die Toor /[< = 1 in een cirkel overgaat. 

Daar voor p= + l, 4' = -^ — ' ■ = 4», is, moeten. de 

beide wortels iu en v beiden <1 z\jn TOor 4^1 > O en «'r, <2«, 
doch beiden >1 voor 4», > O en «*r,>3«; voor 4*1=0 moet 

een hunner, /k bij voorbeeld, =1 en de andere v = l zqn met 

«*ri=l; eindelijk voor 4*1 < O is A«<1 en v>l. 

Wij moeten dus vier bijzondere gevallen onderscheiden 
II A. f=2«r,»(p-l)(p-Ac)(p-v), 

,,.jn±,±irri ^^,_^^y ^,._ 

»<'-^^^^-^< (/?-)' >-• 

nC. /=2«r,»(p-l)»(p-v). 

0= IZ—LZ-i—, v=l met «»r, =2«, 

* > > 

IID. /=ai«r,»(l-«)(p-|«)(v-f), 

0> !— , j«v=l met «'r,=2«, 

« > > 

28. II A Tan § 22. 

Wij stellen in de nitdrolcking roor f 

,—lzj^ *»— 'Jif *'«— lm:. 

dan worden de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) 
dy 



Vy{l-y)(l-**y) 



= AV2«r,(l-pi)rf«, 



±:dtz=iXr^pdu, ±d^=L Awr, — 
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Uit 



/ 2 

it de eerste volgt y = «»*«, A=s\/ ;. 

V «ri(l-/t«) 

Om de beide laatste te integreeren schrijJTeii we p en , - onder de 
volgende gedaante: 

p = V+ r-. -=1— (l-v)^r-2 

c»'« p 1— vy 



Stellen we in deze uitdrukkingen 
wordt, dan gaan ze over in 



V = ***»» (tg + X), zoodat iK= p^ — ï — - 



Verder is Ar, = 2 \/ -^ . -— - — -— - , 

en 

^^ f^Zi ^' _ ^^' V/^ _ 2t^»c»(tg+z).w(tg+j:) 

worden, na renranging van p en A door bovengevonden waarden, 
de differentiaalvergelijkingen geintegreerd , dan vinden we voor de 
bewegingsvergelijkingen 

, , , Z"^- _L «+ML+:^ ( snuJnu \ 



^ ~ dn{i6 + K) 



-'»-»n(«,ig+X), (19) 



1 dnjie+K) din{u,ie + K) 

J "^ ik*ên{ie'\'K).cn{i6+Z)* du 

Voor fi:=X worden p en ^ oneindig groot, terwijl d dan gelijk 

wordt «m 2Z (-^ _i_^-Z(,. *)_^^ j. 

Het punt verwijdert zich dus in een baan, die een door het cen- 
trum gerichte asymptoot heefb. 
24. II B van { 22. 
Hier stellen we in de uitdrukking voor/ 
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^-1 



dan gaan de differentiaalTergelijkingen (6) en (6) over in 
^ = A \/2«r,(v-l). 



Vy(i-y)(i-**y) 

du 
±dt:=:Xri pdu, ±^ö = A«r, — • 

P 



De eerste geeft v = *ii» «, A =\/ ■ ,, . 

V «ri(v— 1) 

Ten einde de beide laatsten te integreeren, brengen we de uit- 
drukkingen Toor p en - onder de rolgende gedaante: 
P 

p ^= v — (v—l) (?»*«, 
1_ 1 

Wordt hierin 

ft— 1 = — *•«»• tg, bijgerolg yz=,cn^i§ 

gesteld, dan gaan ze over in 

p =zcn^ie •\r9n^i€.dn*Uy 

1 1 I __HLf_. ^*^(^»*'0 

p icnisJnie du 

Nu kunnen we voor Ar| en Am^] schrijven 
Ar, =2 \/^ • -Vt 

* V 2« #»»e ♦»»€ ïiïTT"""^ 

worden nu de bovengevonden waarden van p, - en A in de diffe- 
rentiaalvergelijkingen gesubstitueerd, en deze daarna geintegreerd , 
dan vinden we voor de vergelijkingen van beweging 

' V r, ênt€ ^ 

t A %cnie,dni€ . . , . » l /oa\ 

inis ^ ' * 

l »»»e <?»n(w, •«) 

p ionis^dnie du 

N. A. V. W. Dl. Xm. 
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Het blijkt, dat de baan een regelmatig gegolfde lijn is met afwis- 
selend maximum en minimum voerstralen /Lcri en rj, die een hoek 

inriuiten gelijk aan 3 A'(^i?^fi^^ +Z(*,*')+ ^) , welke door 

den voerstraal beschreveo wordt in den tijd f :— K+ isni6,E]\/ — - . 

\ snte / V « 

25. II C. van § 22. In dit geral is de bqw^ng eenparig cirkel- 

Yormig. 

II D. Tan § 22. Wy stellen 

We vinden dan voor de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) 

du 
±:dt=. Ar, pdu, ±:d^z=: Xr^ca — • 

P 
Uit de eerste volgt 

y = «»»tt, A=-\/ ; ^^. 

V «r,(v-/[«) 

Ten einde de beide andere ie integreeren , stellen we p en - onder 

P 
de volgende gedaante: 

^ ' dn^u p « \ / 1—^1 vy 

stellen we hierin 

v=*««(ia + *r), dus /x = i^ £/»>(» e + ^), 

dan gaan die. uitdrukkingen over in 

1 _ tg» (tg 4-^) d%n{u,%e^K) 

7~ ^sn{i6'{'K),dtt(i6^K)' du ' 

Verder is 

Ari=2\/^ 1_, 

* V 2« icn{ie^K) 

Mcr-^ y— ^ - ^'Mie+K).dn{is+K) 

'icn{ie^K)~ icnÜB + K) 

zoodat we nu voor de bewegingsvergely kingen zullen vinden: 
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^ * V ;t ~ ^^(t; +F) "+ — F — [n;^ — ■®^") j' 

^* = «L(M+Jg) '" + *n(«.«. + Ar). (21) 

1 _ %cn{%S'\-K) din{u,is^K) 

P ~ ^8n{i€'\'K).dn{is+K)' du 

De baan is dus een regelmatig gegolfde lijn met afwisselend 
maximum en minimum voerstralen r^ en /c«r|, die een boek in- 
sluiten gelijk aan 

welke door den voerstraal wordt beschreven in den tyd 
fk'8n^s±K) icn{ie + K)^\JW; 



5. ni. /=3«r.»(p-l)(p-\/Yp)\ «>0, 



2Ö 



;r"-v +v "iTJ V "27- 

Dit is een byzonder geral van II , namelijk /t* = v = w -- — . 

Voor «*r, <2«., dus — Pri"'<3«, gelden de vergelijkingen (19). 
Daar nu echter k=Q, k'z=:l, k^ ^»* (is ^K) = -^* c»(»g+iff)= 

= %/f!L!j., e?«*(tf + *) = l— w -T-^ en aj»t4z=ti is, geeft 
de laatste van (19) 



1 /, /"«*^i\ ^»**' 

Wi7 






p-1 

waaruit volgt I'^* w =1 - 



1-.% / *'*''» 



2« 

De beide eersten gaan nu over in 



8* 
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V V "87 V a« l (22) 

Met t groeit p tot in het oneindige aan, terwijl 6 tot limiet zal 
hebben — - . v. Het punt bewoegt zich dus in een 

baan met asymptoot, die door het centrum is gericht. 

Voor «*r^ = 3tf =— («+pr,"*) is de beweging eenparig cirkel- 
Tormig. 

Voor «*ri>3«, dus -|3ri->> 8 «, gelden de vergelijkingen (20). 

Nu is echter *=1, A?'=0, c»*»£= i / ^lLi± ^««=5 ^ 7^ , ; 
de laatste van (20) geeft nu 



t vv 2« ; / /«»y- >, 

Mv"2:r-V'-- 



waaruit volgt 



1 P-1 , 



Omdat hier 

Cu /•« /», 

i^(fi) = I dn} udu = I cnuJnu du =: f (f«ii« := «» w 
Jo Jq Jo 

is, zoo geven de beide eerste vergelijkingen van (20) 



+ V?-l (28) 
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J « = l/ ,-J— I ' ^ ^1^== = \BgTg V,-l. (28) 



Hieruit bl^kt, dat t met p aangroeit, en ^= oo wordt voor 
p = w -— =^ ; alsdan heeft d ook een oneindig groote waarde yer- 
kregen. Het punt zal zich dus Toortdurend van het centrum ver- 

/ W* Ti 

wijderen, zonder ooit den afstand r, \ -— — te bereiken. De baan 
is dus een spiraalvormige lijn met asymptotischen buitencirkel. 
27. IV. f=2«r,»(p-l)((p-^)*+T»), «>0, 



2ff « 



('-v/'^r- 



Wy stellen 

P-1=^|-^, ^* = (l-(r)» + TV, 2^^» = ^ + l-(r, 

2^P = ^-.l + (r, 
dan gaan de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) oyer in 

, f :=:A V2^r. «<?«, 

V(i-y»)(*'*+*V) 

±»^ = Ar,pÉf«, ±<^ö =: A«r, — . 

P 



De eerste geintegreerd geeft y = cii«, A = \l ^-^ . 

Om de beide laatsten te integreeren, brengen we p en - onder 

P 
de Yolgende gedaante 



- = 1 + 



\\cnu 
cnu -<rf* — 1 ««*« 






Voor we verder gaan, dienen we te onderzoeken, ioe J zich ten 
opzichte ran de eenheid verhoudt. 
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Uit er* + T»=-rr-J en -2(rs=: ' \, ' 



TOlgfc 






^»-i = - 


'I 1 r - 1 


dus is 




< 


1 met «'f, 


1-..- 


28. 


Voor J>1 stellen we 










^-1 


£««»« 




zV-i 


■ .• ' 


waaruit 


volgt 




\jllz=dn 


is—ikanis. 



zoodat de uitdrukkingen van p en - veranderen in 

P 

2 (?»« l ^»n(tf, if) 

p I— ^*«»*tf.««*«^c«»f du 

Verder is 

/77 1 ^ /"i^ 1 

Ar, = \/ -ï- . — T=-, Ar, w = \/ -;r-^ • -7=-, 
' V 2« ^^' * V 2« y'-^ 

zoodat nu de differentiaalvergelijkingen na integratie geven 
1^ w — z=,dnie,u-\-(dni6-^iksni6) ( dnu'-E{u)V 

d = licniB,U'\-BgTg ikcnisj — ) + »n{«, tg); 

bij welke integratie gebruik is gemaakt van de integralen 
du 1 — (?»u 



X 



o ! + (?««* snu 



dnu^u-E{u), 



en 



. /•" cnudu « ^ /, . 9nu\ 

kcme I rr—n — r-- r- = BgTff (kcms-z— ], 



(24) 



Voor u=z2K worden p en ^ beiden oo , terwijl de waarde van 
d eindig blijft, namelijk 

è — Zfcf^f. k\± '"' I k^sni6,k').dn(6,k') \ 

Het punt beweegt zich dus in een baan met een asymptoot, die 
door het centnim gaat. 
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29. Is ^ = 1, dus -^r^-* =«*r, <2a, dan is 

zoodat de integratie der differentiaalvergelijkingen onmiddellijk geeft 

/ 2a ^, , 1— c«w , 
^<y/-=«-^(«)+-^^rf««. (35J 

Voor tt = 2Jr worden p en t beiden oo, terwijl ö = 2 JT^ wordt. 
Het punt beweegt zich in een baan met een asymptoot, die door 
het centrum gaat. 

30. Is ^<1, dan stellen we — p=r = — , dan vinden we 

de formules (24) terug, evenwel met omkeering van het teeken van 
snis. 

\t\J — •=zdniê.u^{dn%e\tksni6) ( ■ dm--M!(u)U 

Het punt beweegt zich als in de vorige gevallen. 

31. V. /=2«r,»(p-l)(pH^), «>0, «V,=-2pr,-» 

Wordt in IV er = O gesteld, dan krijgen we dit geval 

Voor (T = O wordt A>\, dus gelden hier de vergelijkingen (24). 

32. VI. /=2«r,»(p-l)((p + (r)^ + T'), «>0, 

Ook hier vinden we (24) als bewegingsvergelijkingen. Wordt toch 
«•<0 gesteld, dan wordt -^> 1. 

33. VII. /=2«r,»(p-l)(p + Y/^)\ «>0, 
De differentiaalvergelijkingen (5) en (fi) worden hier 
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±atu l^ = -iiL . ±di 



v/4?^' 



welke geïntegreerd d« volgende bewegingsvergelijkingen geven: 
/ "ÏK 



De formules volgen uit (22) als het teeken van w -^ wordt 

omgekeerd. 

Ook hier beweegt zich het punt in een baan met asymptoot, die 
door het centrum gaat. 

34. Vni. /=2«ri'(p-.l)(p + f*)(p + v), ^>0, 

{Dit geval stemt overeen met dat, genoemd in §4 onder I. De 
daar gevonden vergelijkingen (6) gelden ook hier; evenwel moet 

(ü^ T * . * 

P = O gesteld worden, aangezien hier ftv =:-- — , en niet als daar 

éu et 

~ 2a 

Het punt beweegt zich dus in een baan met een asymptoot, die 
door het centrum gericht is. 

35. Vergelijkt men de uitkomsten, in dit hoofdstuk gevonden, 
met die in het vorige, dan springen twee punten van verschil in 't oog. 

l*. zal het punt onder de werking van de kracht a+Jr"' nim- 
mer in het centrum komen; 

2*. is de baan een spiraal met asymptotischen buitencirkel, als 

"" ' = 1^2+ \/ ^^Y^]> 3 is. De straal des cirkels is r, i/ ^^^. 



(27) 
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HOOFDSTUK IV. 

D£ KRACHT a'\'èr. 

36, De vergelijking /z= Pr* + 2 «r»+ Ar*- «*r,* = 0. 
Daar deze yergelgking een wortel r, moet hebben, schrijven we 
haar als volgt: 

/=(3r/(p-l)+==0, waar + =p3+(l+|^)p«+;^'^(p+l). 

De teekens van ^ zqn voor 

p =+ 00. +1 , O, -1, -00. 

respectievelijk + , ^, (3, -, -; 

zoodat we de beide hoofdgevallen moeten onderscheiden 

A. +=:(p— /x)(f, voor P<0; A« = l zijnde met «* r, ==-(«+^^1), 

B. ^^{p-\'u)0y voor P>0; /M=:l zijnde met a =0, 
Hier is van den vorm p*+pp + ^. 

InAis|,= -^ï, ? = --;:p7^> i, = l + ^+— , dus 

P>q>o. 

B^gevolg zijn de wortels van zzzQ 

negatief en ongelijk j ^ 

negatief en gelijk ! voor p^ =4iq 
imaginair 1 *< 

Wij vinden dus in het geval A drie b^'zondere gevallen 
I. /=-Pr,»(p-l)(,«-p)(p+v)(p + O.I^< ^^=f^*. 






2« fl— j»)* • 
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2fi y 






In deze gevallen is /x ^ 1 te nemen voor w'r, ^ -"(« + P^i). 

De beweging zal eenparig cirkelvormig zijn voor /k = 1 , dus 
f^tj,^ =— (a+^r,), dan is in I a<0, in II « = 0, in III a>0. 

In B IS p=—ii^ ^=yj7:' ^=^-'*+p7:' ^^' 

/? = O met ft = 1 of a = O, Het geval a = O sluiten we als bij- 
zonder geval uit. 

We vinden dus voor de wortels van ($ = O 

positief en ongelijk 



— 2« ^ 

voor /x<l, j»<0, dus-^ — > 1-/^, jp»=4$'. 



positief en gelijk 
imaginair 

■ negatief ongelijk \ > 

negatief gelijk voor a«> 1 , /?> O , dus - — > jt* — l , ;?* = 4 ^. 

imaginair J ^ 

zoodat we de volgende zes bijzondere gevallen vinden 
IV. /'=pr,»(p-l)(p+^)(p-v)(f-,r). ^' >^(J±.^\ 

— 2a 

P^l 



'■'=^.'<'-'H'+''l('-v/J-ï?)"."^'="fö)' 



I 

— 2a 



P^i \l — ^/ 






VII. A=pr,»{p-l)(P + -«)(P+v)(p+^), ^>''(i?fj*. 



2« 
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yni. ,=,„,„-:,(,+.,(,+^l.-J^)-. ^=-.(^)- 



2« 



IX. /^=pr.*(p-i)(p+f^)((p+^r+TM. ^^</-(nrJ' 



37. I Tan § 36. 
Wij stellen hier 



''>^' ^>'*"^' 



(l-A«)(l + .r)y (l-i«)(<r-v) ». _ (m + v)(1+ ^) 

'■"(A* + ^) + (l-A«)y' (l + »)(^ + |«)' ~0« + O(i + v)' 

dan kunnen we de differentiaalvei^Iijkingen (5) en (6) brengen onder 
de rolgende gedaante 

vy(i-yj(i-**y) 

P 
De eerste geïntegreerd geeft 

9. 



Ten einde dé beide laatsten te integreeren, schijnen wij'p en 



- onder de volgende gedaante 

P 



pz=l-(l+(r)(l-/t*) ^ 



lz=l + (l + 0(l-f*)— ^7= T'. 

Ten einde de standvastigen in den vorm van elliptische functies 
te verkrijgen moeten we /t« ^ 1 onderscheiden. 



Is ft<l dus v<ö', dan stellen we 






waaruit volgt 
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hiermede gaan de uitdrukkingen voor p en - over in 

P 

. —2 / "isnie.cnis.d nis d%n(Uyi$)\ 

' ^ "" V^ \«»* (»'ï +X)-«^»7ê ''■ d^ ) • 

^ft>^t _, g / &>*>•, -^iênis.cnie.dnis 

p "" V -Pr, '»«»(•„ +jr).c»(M+X).(?«(M+X) 



( 



Omdat jt*vo- = — --=-, zien we dat 

-(3r, 



v/ 



«^^i -^iêfiie.cnis.dnis 



- |3r, ««»(»> +jr).c»(ï)j +^).<?«(c»j +Z) ' 



is. Door integratie der differentiaalvergelijkingen verkrijgen we nu 
tot bewegingsvergelijkingen 

14 J — a "isnisxnie.dnie . . , . ^ 

p ^ i9n(iyi-\-K).cn{iyi'^K).dn(ivi-\-K)' du 

Voor iM>l, dus v>tf-, stellen we 

zoodat we in de vergelqkingen (27) slechts ie in «c + Z, en Mf X 
in im hebben te veranderen om de bewegingsvergelijkingen voor /s* > 1 
te verkrijgen. Ze zijn dus 
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" =1 1 -J : — ;; : — 3 — .- • (28) 

p — MutM.ciifif.afiti} du ^ ' 

In beide gerallen geschiedt de beweging in een baan, die regel- 
matig gegolfd is. De hoek tusschen elk paar oprolgende maximum 
en minimum yoerstralen is 

TOor^<1.2ir(- ,,,(,, +jr) ' sn^ii,+,E)^,nUe ^ 

tem^l de roerstraal dien beschrijft in den tgd 

2Z* / %on{%e'\'K).dnl%€'\'K) -«ii*m 
voor/6«>l, — 7=r ( ^ — ,/ , 1. — ' • — , ,, , ^^ i-7- + 

Voor /M<1 is fj de maximum, roor /»>! is rg de minimum 
Yoerstraal. 

88. n van § 86. 

In plaats ran dit geval direct te behandelen, zullen we het lie- 
ver beschouwen als b^'zonder geval van 't voorgaande, namelijk 



_ _ / 1 w'r, _ 2fc 



Dan wordt A=:0, A^=l, en, als /6«<1 is, — A*«»*fg=s 
SUA; cn'i^ — — \ — » 

De laatste van (27) geeft nu 



p-^ 1+V 



en de beide eersten 
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(29) 



Voor A« > 1 vindt men dezelfde bewegingsvergelijkingen. 
39. III va» § 36. 
Hier etellen we 

dan kunnen we de differentiaalvergelijkingen (6) en (6) brengen on- 
der de volgende gedaante 

dy . 

±dtz= XTi pdu, ±<?fl = Aftjrj — . 

P 
De eerste geintegreerd geeft 

y — cnu. Ar, =-1/-^ 

Om de beide laatsten te integreeren, brengen we p en - onder 

p 
de volgende gedaante 

Omdat j,»(l-^V») = (l-i»){(^» + T«){l + ^) + 2^,} 
is, zoo bl^kt, dat An'^l oust /it^l en A^ \. 
Ter inroering ran elliptische standvastigen stellen we 
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Hieruit volgt 



4?i?» *9i9 



voor /t« < l gaan hiermede de uitdrukkingen voor p en - over in 

P 

I /l + f*, ... . ^»« . d%Tl(u,i6)\ 

- = \/ Ïi^i-T— 1 kcmn-kcmvir—rrr-. r"+ T"^— > 

p V «'r| \l-f« 1— Ar*»»*CM.«ii*« a« / 

zoodat we nu voor bewegingsvergelijkingen vinden 
p 2/x 2fjtkcnivi j 



1 — ^ 1""A* 

Hier moet voor kcnis ^^ — , en kcntn"^ 



2 V q^q^ii 



genomen worden. Doen we dat ook voor a«>1, dan gelden ook de 
vergelijkingen (80) voor /6«>1. 

Voor « = 2 JT wordt p = /s*. Het punt beweegt zich dus in een 
regelmatig gegolfde baan. Elk opvolgend paar maximum en mini- 
mum sluit een hoek in gelijk aan 



2K{ r kcntfi ; ; + Z(»J, k ) + ^ ^^ , — T > > 



terwijl de voerstraal dien hoek beschrijft in den tijd 

2K fl+/t*, . 9n%€,dni6 . ,. ve \ 

^ — p ll-f* »c»»f ... . 2aa , J 

40. IV van § 86. f 

Hier moeten we drie gevallen onderscheiden 
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IVB, /'=pr.Mp-l)(v-p)('-P)(P + /»). /»>!. '>v>l, 

«V,>-(« + Pr,). 

IVC. /'=^r,'{l-P)(p-v)(^-p)(p + /»). . v<l<^, 

IV A. Wq stellen 

T_ (l-v)(l + i'«)y »_ (l+l»)(v-0 j,»_ (l-vKl» + 

dan giutn de differentiaalrei^eligkiiigen (5) en (6) oyer in 

vy(i-y)(i-**y) 

P 
De eerste geintegreerd geeft 

y:^sn*u. Ar, =• 



Vp(l-cr)(^ + v)* 

Ten einde de beide laatsten geschikt te maken voor integratie, 

stellen we p en - onder de volgende gedaante 
P 

i= l-(l-v)(l + (»). ^ 



p p«+»-»(i+M)y 

Stellen we 



zoodat 



'«-_<ï».(,+ir)' " — ««» («+«?)' ' — -01.' («+»JP)* 



ZOO kunnen we p en - als volgt schr^Ven 
P 
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P — [ sn*{6 + ir)'-sn'(i^ + K) du )' 

zoodat we nu tot bewegingsvergelijkingen vinden: 
.. r; sn{6+iK%icn{6+iK').idn{6+iK*) , ...^. \ 

. . ««(M+/i[).»c»(t)j+ZW»{»)j+-ï) . / . . ^. f 

^^ = iHeUrl-sn^i.ÏK) ^ «>-*"(«."> + ^). I (81) 

p «»(»»j+ir).»cif(»»j4jr).cfo»(i»i+-^) ^« 

Voor tt =: g worden p en ^ beiden oneindig groot , terwijl 6 dan 
de waarde verkrijgt 



il 



©{s-ivi-K) iicn{ifi+K)Jn{ifi'\-K) snMs + ilC) 



KH 



waarin de bekende functie van Jacobi is. 

Het punt verwijdert zich dus met toenemende snelheid in een 
baan met een asymptoot, die door het centrum is gericht. 

41. IV B van § 40. 

Hier stellen we 

,_ (v-i)(A»4-l )y »_ (^+<r)(v-l) »,_ (i^-i-l)(^-n 
' ^-|«+v-{v-l)y' -(^ + v)(,r-l)' -(^ + v)(<r-l)' 

dan gaan de diflFerentiaalvergelijkingen (6) en (6) over in 

Vy(i-'y)(i-**y) 

du 

P 
De eerste geïntegreerd geeft 

2 



VP(a* + v)(^-1) 
üm de beide laatsten te integreeren, schrijven we 

p = l + (v-l)(^ + l)— ^. — , 

'^•^ V + v — (v-l)y 

i = l-(/x + l)(v-l) ^ 



Stellen we nu 

N. A. V. W. Dl. XIII. 
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zoodat /t«=-^^-t — , V=± , (r = --, 

«»*F rf»*€ C«'e 

n TTT — r-T^_*»*^""*»*M 

dan gaan de waarden van p en - oTer ia 

P 

2 /sus.cnsJne ^ dïllu. 6)\ 
Ar,p = — 7=. f j "■' — e-r- + •*- — *- — ^ J » 

A«r, /—^ênin.cnifi.dnivi diTUufiij)\ 

De dlfferentiaalyergel^kingen nu geïntegreerd geven tot bewegings- 
vergelijkingen 



1 . ïTT tns.cneJne , „, . \ 

|fl — i r- — «+»tt(«»M), 

1 ««*5— «»*«> <?»n(«,i'ij) 



(32) 



en 



p '^isnivi.cniii.dniyi du 

Voor .«« = « ,=:v. < = _ ^^.^^^_-_ + ^(.)j 

Het punt beweegt zich dus in een regelmatig gegolfde lijn. De 
hoek tusschen elk paar opvolgende maximum en minimum voerstra- 
len, en de tijd, dien de voerstraal besteedt om dien hoek te be- 
schrijven, worden door de zoo even gevonden wnanien vftn d en ^ 
gegeven. 

42. rV C van § 40. 

Hier stellen we 

(<r-l)(l-y)jf ,, _ (l"v)(f^ + ^) 
P-^-v-(l-v)y' ~(l+M(^-v)' 

dan gaan de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) over in 
" , ^ y :^-=^=|Ar^ V(3((r-v)(l+it*)rf«, 
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du 
±dtz=zXripd«, ±:d^:=z X»ri — • 

P 



De eerste geeft y =«»*«, Ar, = 



Om de beide laatsteu geschikt te maken voor integratie schrij- 
ren we 

-"u 



_ ((r- l)(l-v) ên^i 

0- — V , 1— V 



l êtru 



l_t, (^-l)(l- v) 



ên^u 



p (T-V 1 — V 

0-— V 
1-V 1— V 

stellen we nu =zk*sn^6, o- = ^* ««*(•> 4-/C), 

waaruit volgt 

zoodat we nu de uitdrukkingen voor p en - aldus kunnen voor- 

P 
stellen 

^ / sne.on eJne __ dlï («, e)\ 

^'''^~lj}\ê»^(i^ + K)-'SnU du y 

Hieruit leiden we de volgende bewegingsvergelijkingen af 

P "^ ''"«»(t)j+jr).«cw(M+Jir).rf»(»)j+Z) * e?« 

Voor ênu =2 O wordt p = v, 

4* 
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3Z / 8nexns»dns „. \ 

en tz=L — r= ( r-7-: — Z[i) • 

V/3 \«»*(»> + ^)-*»^ / 

Het punt beschrijft dus een regelmatig gegolfde baan. De zoo 
eren gevonden uitdrukkingen voor 6 en ^ stellen den hoek voor tus- 
schen twee maximum en minimum voerstralen en het tijdsverloop , 
waarin de voerstraal dien hoek beschrijft. 

43. V van § 86. 

Wij moeten hier drie gevallen onderscheiden , namelijk 



De diflFerentiaalvergelij kingen (5) en (6) worden hier 



±rf^V/3 = 



(p-.^)V(p-l)(p + /x)' 



±^6 =/?Vf* ^ 



p(p-p)V(p-l)(p+/*) 
Hiervan zijn de integraalvergelijkingen 









) (84) 



?>1: . 



V(i»-l)(i» + ,«) \/(l + !-)(;»- P) / (35) 



J« = i?^2T,y//-l + 



V (i»-l)(/' + 



+ ./ ^ V(f-i)(f+f«)+V(j>+f»)(p -i) 



") \/(i+i«)(i»-p) 
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Voor ;? rz:. 1 is de beweging eenparig cirkelvormig. 

Voor J9 < 1 . beweegt zich het punt in een baan met een asym- 
ptoot, die door het centrum gaat, voor /?>l in een spiraalvormige 
baan met asymptotischen buitencirkel. 

44. VI van § 36. 

Hier stellen we 

Dan worden de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) 

du 
■^^dt =i Xr^pduy 3trfd = Ar,« — . 

P 
De eerste geintegreerd geeft 

l~^ 

i/ = c»M, Ar. =:\/ . 

Om de beide laatsten te integreeren schrijven we p en - onder 
de volgende gedaante 
_ W . 1+^ y. l+f 1-^» 1-y» 






Omdat 



en l-^Vi = it^(2|t.(r + (l-/^)(o'*+T*)=2((r« + T*)i^\ 

zoo vinden we, dat 

A(A<\, ^^1 met 2(1-^) J^>(l-A*). 
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We stellen nu 






waaniit volgt 



ikcn{6 + ir) = -l;t^^ kcni^ = \±ItJ "*^' , 

Dan kunnen we foor p en - schrijven 

P 

Awr. 1— A*. ... . cnu din(u,ifi) 

p l+jtt l — k^snl%}i.»n^u du 

waar het bovenste teeken in den laatsten term voor de uitdrukking 
van p genomen moet worden voor J<lf daarentegen het onderste 
voor -^> 1, terwijl genoemde term geheel vervalt voor A :=zl. 
Wij vinden dus nu voor bewegingsvergelijkingen 

±n(tt.e + »Z'),j 
« =-:^keniii + BffTff(keniyi^\-in(u,i>i), \ ^^^^ 



=-•-?■+ 



i+, ''{^^^'^-"'(.•.'')\ 



p] 2fi Zfikcniij du 

^^ et 
Is -z — > 1— /t*, dan worden voor u = 2Z— c zoowel p als ^ on- 

eindig groot; voor - — <l — /t* daarentegen 'als u :=: e is, en ein- 

delijk voor - — =1— /j«, als u :=z K is, d daarentegen behoudt in 
pr, 

al die gevallen een eindige waarde. 

Het punt beweegt zich dus in een baan, die een asymptoot heeft, 
welke door het centrum gaat. 

45. VII van § 86. 
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lilt fAVff =-^— ^ > ^ I "TT ) ^^^^ ^^> ( fir ) ^ ^' ^"^ ^"^^** 
> en (T of beiden <1 of beiden ^1 moeten zijn, zoo vinden we 
dat /£*>!, v>l, fl'>l zullen wezen. 

In de onderstelling l<At<v<ö*, stallen we 

^ <r^(A-\-(A(\ + <r)y ,, _ (1 + ^)(v- /^) 
dan gaan de diflEerentiaalvergelijkingen (5) en (6) over in 

P 
De integraal van de eerste is 



V/3(l + v)((r~A*) 
Om ook de laatsten geschikt te maken voor integratie, schrijven we 






1 + tt «»' IC 

Stellen we hierin 



zoodat 

_ 2 <«(g + tg).tc»(g4-*^').*<^»(g4-tAf') 

dan kunnen p en - onder de volgende gedaante geschreven worden: 
P 

1 (—isnivjxni vindnivi ^ É?»n(«, »)f)\ 
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We vinden nu voor bewegingsvergelijkingen: 

M = ^, , .p,, r-r-« + »n(«,t>i), \ (37) 

1 _ sn^{6 + iK'y»nHfi din{u,i n) \ 

p "iênifi.cniyi.dniyi du j 

Voor u =z s worden p en ^ beiden oneindig groot, terwijl 

^ - *^ 0(7+77)+ 'P'''^^+2fiï'~ T^^TÏT" .^tMHi/^V'^^'Mj' 

Het punt beweegt zich dus in een baan, die een asymptoot heeft, 
welke door het centrum is gericht. 

De beide andere onderstellingen v<ii6<(r en v<(r<jtt geven 
dezelfde uitkomst. 

46. VIII van § 36. 

Dit geval , als bijzonder geval van 't vorige , zouden we met be- 
hulp van de vergelijkingen (37) kunnen behandelen door ^ = 1 te 
stellen. 

De rechtstreeksche afleiding geeft tot differentiaalvergelijkingen 



±dt^^=^ , / ' ±d^ 



pdp _L.jt— P'ft^d^ 



waar 



(P + P)V(P-1)(P + !«.)' P(P + P)V(P-1)(P+A*) 

Wordt hierin \ =y gesteld, dan gaan ze over in 

V p + jt^ 



Deze geven voor bewegingsvergelijkingen: 
p>fAy dus jt«<3: 



v/ 



(3-^X8^-1) v'(3f.-lXp+,.)-V/«(3-A.Xp-l) 



.(38) 
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(i»-!)' ^ V(3f«-l)(p + |..)4-V/«(3-,^Xf-l) (38) 



= /K = 3 : 

j<Vp=i 3 ^V 7+3' 

« « /3f-3 . /8p-3 

P<l*, jt«>3: 



(39) 



* ^'^ • VM^ Vl-(A-3)(3|»-1) ^ ^V 3^-1 p+^ 

« ö = BaTaJ^'—- ^"^ - B<>7V, /^(^-8).ili. 

^ ^^V^p+f. VM««-3)(3m-1) V 8^-1 P+i.. 

In elk dezer gevallen beweegt zich het punt in een baan , die 
een asymptoot heeft, welke door *t centrum gaat. 

47. IX van 36. 

Dit geval volgt uit VI, behandeld in § 44, door ö* negatief te 

< 2« < 

nemen. Hier is echter AfA> 1 en ^ = 1 met /t« ~1 < -- — = 2 (/j« — 1); 

zoodat in de uitdrukking voor d, voorkomende in (36), het teeken 
van den laatsten term moet omgekeerd worden. Het punt beweegt 
zich in een baan, die een asymptoot heeft, welke door 't centrum 
gericht is. 

48. Beheerschte in de voorgaande gevallen het standvastige deel 
a der kracht de beweging, bij de kracht a-^-br daarentegen richt 
zich de beweging naar het veranderlijke deel br. 

Is 5<0, dan geschiedt de beweging in een regelmatig gegolfde 
baan; is d> O, dan in een baan met een asymptoot, welke door het 
centrum gericht is; uitgezonderd de gevallen IV B, IV C, waar de 
baan een regelmatig gegolfde lijn, en V, waar ze een cirkel of spi- 
raal met asymptotischen buitencirkel was. 



(40) 



DE KE6ELSNEDE IN DE RUIMTE, 



P. VAN GEER. 



1. In het bekende werk van O. Hesse: Vorlemngen über Analy- 
tische Geometrie de% Eaumes^ wordt in het 16*** hoofdstuk aangewe- 
zen, hoe eene kegelsnede in de ruimte door eene enkele vergelijking 
van den tweeden graad kan worden voorgesteld. Het onderwerp 
wordt echter niet verder uitgewerkt en het hoofdstuk besloten met 
de volgende opmerking „jedenfalls eröffnet sich hier eine reiche 
Quelle interessanter Aufgaben." Het is mij niet bekend, dat deze 
bron nader is onderzocht, of althans dat de uitkomsten van zulk een 
onderzoek zijn bekend gemaakt. Beeds geruimen tijd hield ik mij 
hiermede bezig en wensch in deze bladzijden de verkregen uitkom- 
sten mee te deelen, die het onderwerp zeker niet uitputten, maar 
toch , naar het m\j voorkomt , de uitspraak van Hesse volkomen wet- 
tigen. In hoofdzaak houd ik mij hierb^' zoowel aan de notatie als 
aan de bew^'svoerlng van Hesse, zoodat deze bijdrage als een ver- 
volg op en aanvulling van het 15<*« hoofdstuk van zijn werk kan 
aangemerkt worden. Enkele beschouwingen, die voor het recht be- 
grip van de verdere ontwikkeling vooraf noodzakelijk zijn, en of 
niet of niet voldoende in dit werk zijn behandeld, mogen hier voor- 
afgaan. 

2. Daar in dit opstel uitsluitend gehandeld wordt over opper- 
vlakken en figuren van den tweeden graad, die tegelijkertijd de 
figuren van de tweede orde en van de tweede klasse uitmaken , zal elke 
by voeging van dien aard eenvoudigheidshalve weggelaten worden. 
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2. Zign {x^x^x^x^) de gelijkslachtige ooördiqsten van een punt, 
zoodat — , — , — de gewone lineaire <5öördinaten ten opzichte 

X^ X^ 0/4 

van een drieassig evenwijdig stelsel in de ruimte voorstellen, dan 
kan de algemeene vergelijking van den tweeden graad gebracht wor« 
den in den vorm 

+ 2flf,3aj,ic, + 2a,3a;jir,+2a,4aj,.T4+2j4iCja?4+2ftj4iCsJ:4=0 (1) 
De afgeleiden naar de vier verander^ken zign 

t /'(^l ) = «M « I + «J l a?2 + «1 3 *8 + «1 4 ^4 » 
i r(^4) = «l4^1 +«1 4^51 +«14 aJs +«4 4^4- 

Stelt men /'(a?,) = 0, /(a?J = 0, f{x^)z;zO, 

en lost hieruit x^x^x^x^ in onderlinge verhouding op, dan ver- 
krijgt men de coördinaten van het middelpunt van het oppervlak. 
Dit bestaat enkelvoudig en op eindigen afstand, wanneer 



.(2) 



waarin 



A = 



*IS »4I '♦83 



(3) 



den discriminant van het oppervlak voorstelt. Voldoen de coör- 
dinaten van het middelpunt aan f*(x^)=:0, dan voldoen z\j ook 
aan die van het oppervlak, zoodat dit in een kegel vlak overgaat. 
De voorwaarde is 

JT=0, 



waann 



H = 



*l» »U »J3 »f4 
^3 ^18 «33 «34 



♦|4 «*14 '♦34 »44 



(4) 



de Hessische determinant der vergelijking (1) wordt genoemd. 

Is gelijktijdig ^ = O en A = O, 

dan is het oppervlak een cilindervlak, als kegelvlak waarvan 
het middelpunt op oneindigen afstand is gelegen. 

Duiden wij, zooals ter vereenvoudiging meer geschiedt, 4ea minor 
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jé,x, +AiXt+AiiCi+A^x^ =0. 
De gezochte vergelijking kan gebracht worden in den rorm 
A*/'+(^, a?, +J^ x^ +^,aJ, +^4a?4)* = O, 
waarbij de factor fA moet bepaald worden uit de voorwaarde, dat de 
E dezer yergelqking nul is. Dit wordt uitgedrukt door de be- 
trekking 

» aitf^+^t^t'» «,sA*+^l'^3» «I4^+^J^4 



Ni 



f^+^i-f 



= 0, 



»iJ^ + *^i-^j» ai2^+^2*» a,sf«+-^i^s» «nf^+^i-^* 
«ij^+-^i-^j» a,8f«+^,^j, «s,^+^f*, a,4f«+^3^4 

«HA' + ^l^»» «J4A*+^1^%, «,4A*+^3^%» «44A* + ^** 

welke determinant door eenige herleidingen kan gebracht worden in 
den vorm: 

~~^ A^ Al A^ A^ 



At «Il «11 «IS 



= 0, 



(8) 



A^ «Ij «11 «U «14 
i, «IJ fljs «js fl,4 
-^4 «14 «J4 «84 «44 

welke vergelijking ten opzichte van /c« van den eersten graad is, zoo 
dat slechts een kegelvlak voldoet; zijne vergeKjking wordt nu: 

O At A^ /t, A^ 

Al «11 «11 «ls«i4 
i, «11 «11 «13 «14 
ij «Il «11 «sj «84 
^4 «14 «14 «84 «44 

Opdat dit kegelvlak in een cylindervlak zal overgaan, moet ook 
fA il, 4, ij 

i4, «n «g, fl|3 

-4, a,2 «11 «13 



/(ajj a?, aj, a?4) 4- 
+JÏ(/).{i,a?,+i,a;3+i3aj3+44a?4)*=^0. 



(«) 



^3 a,3 tf,, a33 



= 0, 



maar dan is tevens in (8): 



Al «II «11 «13 

«1 

«13 



= 0; 



i, fl, 3 

-^4 «14 «14 «34 

en de&e vocnrwaarde drukt uit, dat de gegeven doorsnede gaat door 
het middelpunt ƒ =1 O , zoo als behoort. 
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5. Gaan wij thans op vlakcoördinaten orer. Is op puntooördinaten 

de vergelijking van een vlak, dan za^n AiA^A^A^ de gelijkslachtige 

AAA 

coördinaten van dat vlak, en stellen — j^ , — j^ , — -j^ de stukken 

At A^ il, 

voor, die dat vlak van de ooördinaten-assen afsnijdt. Zij bepalen het 

vlak geheel ook door hunne onderlinge verhouding in het geval, dat 

het vlak door den oorsprong gaat. Noemen wij de veranderlijke 

vlakcoördinaten (»i«2^s^«)» ^^^ wordt 

4,«,+^,«, +i, «s + iÉ^tt» = 

de vergelijking van een punt in de ruimte, waarvan de gelijkslach- 
tige pnntcoordinaten zijn (A^A^AiA^). Tusschen de coördinaten 
van een vlak en die van een punt in dat vlak, óf van een punt 
en van een vlak door dit punt, bestaat d&n steeds de identieke be- 
trekking 

M,a?, -|-«,a?j +«,«5 -l-tt^aJt =. O (10) 

Om nu de vergelyking van een oppervlak van punt- op vlakcoör- 
dinaten over te brengen stellen wij: 

/(o;, ajj a?3 ajj) = (w, o?! + «, ic, + ii,a?3 -f- «4 a?*) = O , 

en in verband met (2) 

i/^(^l) = «M^| +«14^1 +«11^8 +«14^4 =»j> 
t/(^4) = «I4«1 +«14^a+«S4a^»+«4%a?4 =«4. 

Hieruit elimineerende (a?, re, o?, x^) wordt na eenvoudige herleiding 

O «, «, «3 »4 



/'(a?,aj3a;,a?4) = 4)(»,i*,«3«J =-^ 



«1 «II «11 «1» «14 

«1 «11 «11 0,3 tf,^ 

«I a,3 «IS »U «14 

«4 «M «14 «S4 «44 



. (11) 



waardoor de gezochte overbrenging is volbracht. 

4)(«,«,«3«4)=0 

is nu de vergelijking van het oppervlak in gelijkslachtige vlakcoör- 
dinaten, zoodat elke waarde van (»i «3 »)»«), die daaraan voldoet 
een raakvlak tot het oppervlak aanwijst. 

Stellen wij deze vergelyking ontwikkeld voor door: 
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4.2«,4tt,«j =0, . . (12) 

dan worden volgens (11) de coëfficiënten in des&e vergelijking bepaald 
door: 



1^ 
S 

1 

's 



«ïj fljs aj4 

«18 <»JJ «J4 
«J% «s% «»è 



•i I 



«. 



»3S «S4 



iï 



_^it 



enz.; 



zoodat elke coëfficiënt et gelijk is aan den overeenkomstige minor in 
H gedeeld door H, 

Noemen wij den Hessischen determinant van (12) H\ zoodat 
*ii *iï *i* **j 



^' = 



«18 «ts «SS «34 
*I4 «14 *H *44 

en substitueeren hierin de waarden 



^11 



^11 



6j, »14 



(12) 



«11 = 



^.. 









enz. 



(13) 



dan wordt, volgens eene bekende eigenschap der determinanten ^), 

M,, Jf,, Jf.3 if.4 
if,, Jf,4 ifjs -^14 
if,, if, 5 if 3 3 if 3 4 

•^14 ^H -3^1% ^4 4 
HB'=l. . . . 






J2» 



of 



Op gelijke wijze vindt men 



«1 1 — ^, . 



zr' 



«1. = 






enz. 



(14) 



(15) 



■/^ 



(13), (14) en (15) geven de eenvoudige en symmetrische betrekkin- 
gen, waardoor het overbrengen van puntcoördinaten in vlakcoördi- 
naten, en omgekeerd, gemakkelijk kan worden volbracht. Eene uit- 
zondering bestaat aUeen voor ^ == O , als wanneer het oppervlak 



») Zie o. a. Houel, Theorie et apj>l. des déierminanU, f VII. 1. 



(U) 
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alleen in puntcoördinaten en niet in vlakcoÖrdinaten kan worden voor- 
gesteld , terwijl voor i?' = O juist het omgekeerde plaats heeft, 

6. Stellen wij nu in (12) 

I 0' (tt J = «, 4 », + «1 4 «, f «3 4 «, + «4 4 «4 = 0. 

De waarden voor (u^u^u^u^), welke uit de drie eerste dezer 
vergelijkingen voortvloeien, bepalen het poolvlak van den oorsprong; 
voldoen zijj ook aan de vierde, dan liggen alle polen in-.dat vlak, en 
daar de punten van het oppervlak ook tot deze polen kunnen gere- 
kend worden, vallen alle in éen vlak, en het oppervlak gaat in eene 
kegelsnede over; zooals het eerst door Hesse is aangetoond. De 
voorwaarde hiertoe is dus ^ 

zijnde het hierboven vermelde geval van uitzondering, waarby het 
oppervlak niet in puntcoördinaten kan worden voorgesteld, evenmin 
als het kegelvlak in vlakcoÖrdinaten. 

Is behalve E -=: O ook M\^=iO, dan gaat het vlak der kegel- 
snede door den oorsprong van het coördinatenstelsel. Zijn van J2' 
alle eerste minoren nul, dan is de vergelijking ontbindbaar in twee 
lineaire factoren, en de kegelsnede gaat over in twee afizondermke 
punten; is verder ook 

dan gaat de verbindingslijn dezer punten door den oorsprong; en zijn 
alle tweede minoren van H* nul, dan is de vergelijking een volkomen 
vierkant en stelt slechts een punt voor; — al deze gevallen kunnen 
op puntcoördinaten niet door éene vergelijking worden uitgedrukt; 
evenmin op vlakcoÖrdinaten de gevallen, dat het oppervlak in een 
cylindervlak, in twee elkander snqdende, evenwijdige of samenvallende 
vlakken overgaat. 

7. Nemen wij twee oppervlakken in vlakcoÖrdinaten 

* = O en <^ = O , 
en vormen hieruit 

dan is ^ = O een oppervlak, dat door de gemeenschappelijke raak- 
vlakken van 4» en 4) wordt aangeraakt, en door nog éëne voorwaarde 
geheel bepaald is. Nemen wij hiervoor de voorwaarde, dat het 
oppervlak in eene kegelsnede overgaat, dan moet: 

N. A. V. W. Dl. xm. 5 



y 
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HW = 0; 



A*i 



en dit levert weder eene rierde-machtsvergelijking in — van den 
vorm: 



^l«'l3+^l«I J. f*,«'«3+A*2«l»> ^|fit'3S+A*l«JS, A«1«'»4+A<1«J4 



= 0,(17) 



waarin a! de coëfficiënten in ^ , «de overeenkomstige in aanduiden. 

Tusschen de vergelijking (17) en de overeenkomstige (6) op punt- 
coördinaten bestaat een merkwaardig verband, dat wij thans zullen 
ontwikkelen. 

Ten eerste zijn volgens (14) de coëfficiënten van /t«,* en /Wj* in 
(17) de omgekeerde waarde van de overeenkomstige coëfficiënten 
in (6). 

De coëfficiënt van /x,'jtt, in (17) is 



1 1 
t 



13 
14 



11 



3 3 *3* 



waarin het S teeken aanwijst dat beurtelings aan elke kolom het 
accent moet toegevoegd worden en vervolgens gesommeerd over deze 
vier termen. Maar volgens de betrekkingen (13), (14), (16) kan 
hiervoor geschreven worden 

£(«,,ir,t-t-«2 4^3 4+«34^^4-|-«4 4ir,J _ 

ir ~ 



~Wh^ 



«II «11 «13 ^14 

«11 «11 «33 ^14 

«13 «13 «33 -^34 

«14 «14 «34 -^44 



en deze uitdrukking is behalve den noemer juist de coëfficiënt van 
fA^/i^* in (6). In dezen noemer stelt B' de Hessische van F en H 
die van ƒ uit (5) voor. 

Op gelijke wijze is de coëfficiënt van fiift^^ in (17) op den noe- 
mer na gelijk aan dien van f^i^ f^^ in (6). Wat eindelijk den coef- 
ficient van f«i'jUs* betreft, zoo kan hij in (17) worden voorgesteld 
door 
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^14 



11 
I 
I 3 



S3 



waarin telkens twee kolommen met accenten voorzien en vervolgens 
gesommeerd moet worden. Daarvoor kan geschreven worden 



SS 



1 1 
t 
11 



tj4 »*4 



Maar volgens eene eigenschap der determinanten is 






1 


A^^ 


A^, 


h: 


A,^ 


^M 


1 


«II 


«u 


H 


«1» 


«11 



1 1 I _^ ■2'' 1 1 -*'' I» 

Al,, M,, 

en hieruit volgt, dat de genoemde coëfficiënt gelijk is aan den over- 
eenkomstigen in (6) met den noemer RH', 

Na vermenigvuldiging van alle termen met dezen gemeenschapp^- 
lijken noemer blijkt alzoo dat vergelijking (17) volkomen identiek is 
met vergelijking (6), echter ouder verwisseling van jt«, en /t«j , zoo- 
dat de wortels der eerste vergelijking het omgekeerde zqn van die 
der laatste, doch onder voorwaarde, dat voor geen der oppervlakken 
de Hessische determinant nul is. 

8. Zooals reeds werd opgemerkt, stelt 

een oppervlak voor, dat door de gemeenschappelijke raakvlakken van 
(^ en (p wordt aangeraakt. Is nu R{^) =: O, dan gaat dit oppervlak 

in eene kegelsnede over; deze vergelijking is in — van den vierden 

graad, zoodat tusschen de gemeenschappelijke raakvlakken van twee 
oppervlakken vier kegelsneden kunnen getrokken worden, indien 
slechts geen der beide oppervlakken een kegelvlak is. Is echter een 

van beide eene kegelsnede, dan wordt de vergelijking in — van den 

derden graad ; zoodat tusschen de vlakken, die een oppervlak en eene 
kegelsnede aanraken, nog drie kegelsneden kunnen getrokken worden. 
Is ook het andere oppervlak eene kegelsnede, dan wordt de vergelij- 

king in -^ van den tweeden graad; zoodat de gemeenschappelijke 
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raakrlakken tot twee kegelsneden in de ruimte daarenboven nog twee 
kegelsneden aanraken. 

Gaat een der oppervlakken in twee afzonderlijke punten over, dan 

wordt de vergelijking in '--^ van den tweeden graad, waaruit volgt: 

twee kegelvlakken, die eenzelfde oppervlak aanraken, 
snijden elkander volgens twee vlakke doorsneden. 

Is een volkomen vierkant, zoodat ()^ = O slechts één punt voor- 
stelt, dan wordt de vergelijking in — van den eersten graad. De 

waarde, die hieruit voortvloeit, in ^ gesubstitueerd geeft de kegel- 
snede, volgens welke het kegelvlak , dat het punt tot middelpunt heeft, 
het gegeven oppervlak aanraakt. 

Zij a,u, +a,Wj+«jtt3+«t«4 =0 

de vergelijking van het punt, 

die van een willekeurig oppervlak, dan vindt men door eene bere- 
kening, welke geheel met de in n^. 4 ontwikkelde overeenstemt, 
voor de vergelijking der kegelsnede, volgens welke het kegelvlak met 
het gegeven punt tot middelpunt het gegeven oppervlak aanraakt, 



O a. 



6,j ff}} flf^j «n 
l\Z «,8 «js «J4 



4)(«l«l «»««) + 






9. Zij weder 



een oppervlak in puntcoördinaten uitgedrukt, 

een willekeurig vlak, dan wordt de voorwaarde, dat het vlak rakend 
is tot het oppervlak, volgens (11) uitgedrukt door 

O i4i il, i4, A^ 



A, a, 



Mj ^\z »|4 



Al «11 «,l «ji «44 
A% «13 «IS «8J «3» 
A\ «,4 «14 «,% «44 



= 0, 



(19) 
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bebalve in het geval, dat het gegeven oppervlak een kegelvlak is. 
Dan toch moet het raakvlak door het middelpunt gaan, en dus aan 
het voorgaande de voorwaarde 



^X «I 



^4 «I* «2 



= 



worden toegevoegd. 
Zij evenzoo 

een oppervlak in vlakcoÖrdinaten en 

de vergelijking van een willekeurig punt, dan is de voorwaarde, 
waaronder het punt op het oppervlak ligt. 



O fl, 



€♦, »,, »,j »j3 »,4 

^3 «f|J ^13 ^J3 ^l\ 



"XS 



= 0, 



(20) 



ook weer met uitzondering van het geval, dat het oppervlak in eene 
kegelsnede overgaat; in dat geval komt er bij de voorwaarde 



^1 3 »j8 »j j 



= 0, 



»4 ft] t «j4 «3^ 

die uitdrukt, dat het punt {a^a^a^a^) in het vlak der kegelsnede 
ligt. 

10. Zij de kegelsnede in de ruimte op puntcoördinaten algemeen 
bepaald als de doorsnede van een willekeurig oppervlak en een wil- 
lekeurig plat vlak, dus gegeven door de beide vergelijkingen: 

+ 2fl, 3 «, aJ3 + 2 «j , aj, OJj + 2a, 4 X, a?4 + 2a^ 4 .T, a?4 + 

+ 2fl3,a?,r, =0, . . (21) 

^jo;, +^,a;, +^,0?, +^4054 = O, (22) 

zoo wordt gevraagd de enkele vergelijking te bepalen, die deze 
kegelsneden in vlakcoÖrdinaten voorstelt. 
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Na stelt (18) de vergelijking yoor der kegelsnede, volgens welke 
een kegelvlak met gegeven middelpunt een oppervlak aanraakt. Ne- 
men wij voor dit middelpunt de pool van het gegeven vlak, dan 
gaat de kegelsnede in de hier gevraagde over. 

Zoeken wij dus in de eerste plaats de coördinaten (aiU^a^a^) 
der pool van het vlak (22) ten opzichte van het oppervlak (21). 
Zy volgen uit de vergelijkingen, die uitdrukken dat het poolvlak 
van (a^a^a^a^) met het vlak (22) samenvalt, zijnde 



«ii«i +aiiai + «i»fl8 + fl|*«* =^1, 

«IJ*»! + «1S«J + «JS«1 + «J4Ö* =-^3» 
«1*01 +«l%fll +»3*«3+«44»* =^4, 



waaruit volgt: 



«l«l+«l«ï+a3«3 + «4«4=-^ 



O «1 tt, tt, «, 

^1 «Il «IJ «11 «14 
^l «Il «11 «18 «14 

-4j ajj aj5 «,, a,4 

^4 «14 «14 «34 «44 



(24) 



waarin M de Hessische determinant van (2l) voorstelt, zoodat vol- 
gens (14) ir(4))=~. 

De factor van (p(u^u^UiU^) in (18) wordt door de substitutie 
van (aiO^a^a^) uit (24) en van de coëfficiënten a uit (13) 



O J^ A^ A^ A^ 



'u 



A^ «Il flu a,» a,4 

-^3 « 



13 "13 "33 **Ï4 

14 «14 «34 «44 



Verder wordt volgens (11) 
O «. 



4)(«,u,tt,«,) = -;g 



*l »I1 »ll »|8 «14 
*1 «11 «1, «is «14 



►|3 "13 «38 



*|4 ••14 "3* ••44 



zoodat na deze substitutiën vergel^king (18) de gedaante aan- 
neemt: 
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O A, 
A^ «I I 



^4 



*13 »1% 



IS "11 »J8 «1* 

13 «is «8 8 «1* 



^8 a 

-^4 «II «J4 «8% « 



%« 



«18 



*11 »18 "14 
»ïl «IS «14 



*18 »8S "8 4 
»84 «84 «44 



i4, «13 0,3 ö,j a,^ 

^4 «H «14 «S* «44 

waarvoor na herleiding kan geschreyen worden: 



A, a 
i4j a,3 



n »ii 



»11 «IJ «14 



= 0; . .(26) 



O 
O 
^1 



A^ Al Al A^ 



«i ^1 «n 



»i3 «i-^ 

»18 «14 



= 0. 



(26) 



«8 -^8 «IS «18 «88 «81 
«4 -^4 «14 «8 4 «8 4 «4 4 

Deze yergelijking bevat de oplossing van het gestelde vraagstuk 
en bepaalt volkomen de kegelsnede in de ruimte, die op vlakcoör- 
dinaten door de beide vergelijkingen (21) en (22) wordt voorgesteld. 
Na rangschikking en samenvoeging van gelijkslachtige termen bevat 
z^ acht onafhankelijke standvastige grootheden, dus vier minder dan 
de twee genoemde vergelijkingen te samen. 

Is echter het gegeven oppervlak (21) een kegelvlak, zoodat JJ^rO, 
dan wordt vergelijking (26) onbepaald. Daar echter de kegelsnede 
geheel bepaald blijft, moet zij ook in vlakcoördinaten uit te drukken 
zQu. Daartoe handelen wij als volgt. De kegelsnede , die uit de 
sn^ding van het oppervlak 

Aa?,a;,a?,a?i) = 

en het vlak 

r(aj,aj,a;3a?^) = O 

ontstaat, is ook de doorsnede van het oppervlak 

(J)=/+Ar*=0 (27) 

en het vlak V. Is nu ƒ := O een kegelvlak, dan is = O voor 
eene willekeurige waarde van A dit niet, en kan dus in de 
plaats van /= O gesteld worden, waardoor vergelijking (26) weer 
geheel bepaald is. Want door deze substitutie wordt 



n 



H=X 



-A ^' 



-^J -^3 -^4 






IS »JJ 



•ij »n 



»ij »»i 



(28) 









«£ 


«1 


«*• 


u. 








1 


1 


1 


— r 


«*l 


1 


1 











w» 


1 





1 








Wj 


1 








1 





«4 


— r 











-yi 



A^ «14 «14 «14 «44 

die voor elke eindige waarde yan A, welke niet nul is, eene eindige 
waarde oplevert. Het andere deel van het eerste lid in (26) blijft 
onveranderd en behoudt eene bepaalde waarde. 

Nemen wij als voorbeeld den cirkel, doorsnede van het bolvlak 

en het vlak X'\-y + zz=:r. 

Door behoorlijke substitutie geeft (26) voor dat geval: 



= 0, 



waarvoor geschreven kan worden: 

r*(M,»+w,»+Wj*)-2r»(w,w,+w, W3+tt,u,)- 
-2r(tt,fl| +tt,tt4+fi,uj=8ti4*, . . . (29) 
welke vergelijking denzelfden cirkel in vlakcoördinaten uitdrukt. Ver- 
gelijking (29) kan gebracht worden in den vorm 

(rtt,+rM, + ru, + Mj*-2(r»tt,H^'w,» + r*tt,»-w^*) = 0, 

waaruit blijkt, dat de cirkel ligt in het aanrakingsvlak van het ge- 
geven bolvlak en het kegelvlak, waarvan het middelpunt tot vergelij- 
king heeft 

ru^ +rM,+rtt, + tt4 =0, 

hetgeen gemakkelijk is na te gaan. 

11. Nemen wij thans het kegelvlak, waarvan het middelpunt in 
den oorsprong ligt, op puntcoördinaten tot vergelijking hebbende: 

^ = «ii«i*+«ij«ïH«sja?j* + 2ai,aJiaj, + 2a,,a:ia?, + 

+ 2fl,,a?,a?, =0 . . (80) 
en snijden dit met een vlak: 

F^A,x,+J^x,'\^A,x, + A,x,=:zO, .... (31) 
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dat niet door het middelpunt gaat, dan ontstaat eene kegelsnede, 
wier vergelijking op ?lak-coördinaten bepaald moet worden. 
Nemen wij dan in plaats ran het kegel?lak het opperrlak 

4) = jr+Ar» =0, 

dan kan de vergelijking Yolgens (26) en (28) aldus worden voor- 
gesteld 

Ui u» tf. u. 



J^ A^ A^ A^ 

«1 ^1 «11 «11 «IJ O 
O 
O 



wj A^ «1 
ff 



•I -^* 



S3 «SS 

O 



= 0, 



O O 
waarvoor geschreven kan worden: 

O, ^4«i--4,«4, ^4«j— ^jU^, As^^-A^u^ 

-^4»l-^I«*, «,1. «11, 



-1 1 I 
«11» 
«IJ, 



«I 
«ji» 

«18, 



«IJ 
«IS 
«SS 



= 0,(82) 



zijnde de gezochte vergelijking in vlak-coördinaten. 

Stellen wij hierin w^ = O, dan gaan de raakvlakken tot de kegel- 
snede door den oorsprong, zoodat de overblijvende vergelijking het 
kegelvlak voorstelt, die de kegelsnede aanraakt en waarvan het mid- 
delpunt in den oorsprong ligt. Dit is het eenige geval, waarin een 
kegelvlak in vlak-coördinaten kan worden voorgesteld. Zijne vergelij- 
king wordt: 



O 



•i 



u« 



Al 



^1 «11 "11 «IS 

w, a,j fl,, aj, 

«8 «IS «13 «SS 



= 0, 



(33) 



en is in vlak«coördinaten identiek met (30) in punt-coördinaten. 
Is vergelijking (33) ontwikkeld tot 

*ii«i'+«.2iW,H«3s«sH*^«ii«i«i + 2«,»«,Ws + 2«j j,«,w, =: O, (34) 

dan kan (30) geschreven worden in den vorm: 

O 
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^1 dCj «I/3 

^1 «I 1 *H ^1 s 
Xj «,j «,3 «33 



= 0, 



(35) 
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waann 



^' kh — 



*4 3 *8» 



zoolang althans de determinant der vergelijkingen (30) en (31) 
niet nul is, hetgeen hier ondersteld wordt. 

12. Het omgekeerde vraagstuk, om namelijk, eene kegelsnede in 
de ruimte op vlak-coördinatcn gegeven zijnde, de beide vergelijkin- 
gen in punt-coördinaten, die haar voorstellen, te bepalen, kan niet 
even ondubbelzinnig worden opgelost. Want daar een menigte op- 
pervlakken door de gegeven kegelsnede gaan, is het vraagstuk onbe- 
paald. Zoeken wij echter het kegelvlak met den oorsprong tot mid- 
delpunt en een plat vlak, wier onderlinge doorsnede de kegelsnede 
oplevert, dan geven de voorgaande berekeningen weer de volledige 
oplossing. 

Zij thans 

-h2«,,tt,tt3 + 2«i4«iM^-|-2«j4tt,tt4-l-2«,4«3a4 =0, . . (36) 
onder de voorwaarde 



B' = 



»11 *13 



*IS *1J 



= 0, 



(37) 



de gegeven kegelsnede in de ruimte. Het genoemde kegelvlak heeft 
op vlakcoördinaten tot vergelijking (34) en op puntcoördiAaten (35). 
Het vlak der kegelsnede is door (36) geheel bepaald, onafhanke- 
lijk van het oppervlak, waarop zij ligt. Zijne vergelijking op punt- 
coördinaten kan gebracht worden in den vorm 



^1% *13 



= 0. 



(38) 



«13 «js «3 j «3C 

zoodat (36) en (38) de oplossing van het vraagstuk bevatten. Wel 
komen in deze vergelijkingen de grootheid cc^^ niet voor, maar zij 
is ook niet onafhankelijk en wordt bepaald door de voorwaarde (37). 

Elk oppervlak, door de doorsnede van (36) en (88) gebracht, vol- 
doet evenzoo aan het gestelde vraagstuk. 

Is behalve JST' = O ook if'j^ =:0, dan gaat volgens (38) het 
vlak der kegelsnede door den oorsprong. Het kegelvlak (36) wordt 



76 

nu onbepaald. Voorloopig zullen wij dit bijzonder geval uitsluiten 
en bij vrijen keus van den oorsprong aannemen, dat het vlak der 
kegelsnede niet door dit punt gaat, waardoor M' 4 1 niet nul kan zijn^ 

13. Thans zijn wij in staat gesteld te onderzoeken, hoe de aard 
der kegelsnede van de coëfficiënten in (36) afhangt. Zoo kunnen 
wij gemakkelijk nagaan, wanneer zij een parabool zal zijn; want 
dan moet dat vlak evenw^dig zijn aan een raakvlak tot het kegel- 
vlak, of wel, naar den oorsprong overgebracht, dat kegel vlak aanraken. 

De coördinaten van het vlak, door den oorsprong evenwydig aan 
het vlak der kegelsnede gebracht, zijn 

Opdat dit aan het kegelvlak (34) rakend zal zijn, moet 

Lettende op de voorwaarde (29) volgt hieruit: 

-ilf,,(^,,if',4 + «,,Jf\,+«,,ilf'3,)=:«,,ilf'J, = 0, 

of, omdat M\,^ niet nul kan zijn, 

»KK =0; 

dit is derhalve de voorwaarde, waaronder de kegelsnede (36) eene 
parabool voorstelt. 

Om te onderzoeken , wanneer zij eene ellips of hyperbool is , moe- 
ten wij de zaak hooger ophalen. 

Daartoe keeren wij terug tot het kegelvlak (30), verplaatsen het 
snijvlak (31) evenwijdig naar zijn middelpunt, waardoor zijne verge- 
lijking wordt 

A,x,\A^x^\A^x^ =0; (39) 

en zullen nagaan, of de snijlijnen imaginair, samenvallend of bestaan- 
baar zijn. Na eliminatie van x^ uit (30) en (39) wordt de discri- 
minant van den tweede-machtsvorm in o?, en x^\ 

die na eenige herleiding kan geschreven worden in den vorm 

O A^ A^ A^ 
Al aji «u fl,3 

-^1 «11 «Jl «13 
-^» «1$ «2$ «38 



(40) 
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Het teeken van dezen vorm is niet alleen invariant ten opzichte 
van elke transformatie van coördinaten, maar verandert ook niet, 
wanneer alle teekens in de vergelijkingen (80) en (39) afzonderlijk 
of gezamenl^k worden omgezet. 



Naarmate nu 



A = 0, 

> 



zijn de snijlljnen imaginair, samenvallend of bestaanbaar, en snijdt 
dus het evenwijdige vlak (31) het kegelvlak (30) volgens eene 
ellips, parabool of hyperbooL 

Dit eenvoudige en symmetrische kenmerk zullen wij thans op de 
kegelsnede, volgens (86) in vlakcoördinaten uitgedrukt, overdragen. 
Dan wordt hêè^- kegelvlak voorgesteld door (35), en het snijvlak door 
(38). Zoo hebben wij slechts de coëfficiënten, aan deze vergelijking 
ontleend, in den discriminant (40) over te brengen. 

Hier is dus 



^13 »S8 



*iï — 



=•11 »2J 



enz. 



en 



(41) 



(42) 



^3 =^'34 =-(«^14 «13 t «2* «J 3+^3» '^SS- 

Door deze substitutie wordt 



of volgens (41) 

Daar het ons hier uitsluitend om het teeken van A te doen is, en 
M\^ niet nul kan zijn, kunnen wij nemen 



A =— fltj I 3f 14 =— fl 



«13 



(48) 



Naarmate deze vorm in vergelijking (36) negatief, nul of positief 
is, stelt zij eene ellips, parabool of hyperbool voor. 

Hiermede is dus het gezochte kenmerk gevonden, dat met het 
voorgaande, alleen voor de parabool geldende, overeenstemt. Het 
verandert niet, wanneer de teekens in alle coëfficiënten van (36) wor- 
den omgezet. Slechts aan deze voorwaarde moet voldaan zijn, dat 
het vlak der kegelsnede niet door den oorsprong gaat. 
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18. Omtrent het teeken ?an den vorm (43) kan nog het volgende 
opgemerkt worden. 

Uit de voorwaarde (37) volgt 

iM',,:M'„.M',rM\,)=z{M'„:M\,:M'„:M',,) = 
gevende 3f J , = if' , , üT, , , 

Jf;, = l/',,Jf„, enz.; 

waaruit blijkt, dat M',,, üf,,, M',,, M\^ hetzelfde teeken 
hebben. Is M\^ =0, dan wordt ook 

ilf,,=0. Jf,,=0, M',,=0;, 

maar iT,,, M'.^^, -^33 behouden hetzelfde teeken. Hieruit kun- 
nen wij deze eigenschappen afleiden: 

Is een symmetrische determinant als H* in (37) gelijk nul, dan 
hebben de minoren van alle termen der diagonaal hetzelfde teeken. 
Is een dezer minoren gelijk nul, dan verdwijnen gelijktijdig alle 
minoren der termen, die in dezelfde rij of kolom staan; maar de 
minoren der overige termen van de diagonaal blijven hetzelfde tee- 
ken behouden en kunnen niet alle gelijktijdig nul worden. 

Passen wij dit op het bovenstaande toe, dan volgt, dat aan de 
coëfficiënten van (36) zoodanig teeken kan gegeven worden, dat in 
(37) de minoren der termen van de diagonaal, de niet nul zijn, het 
negatieve teeken hebben. Is dat volbracht, dan zal, naarmate 

«4 4 = O, 

de kegelsnede (36) eene ellips, parabool of hyperbool zijn. 

Zoo hebben in vergelijking (27) de bedoelde minoren het nega- 
tieve teeken, en is at » » < O t de kegelsnede behoort tot het elliptische 
geslacht. 

14. Thans zullen wij nagaan, welken invloed de coördinatentrans- 
formatie op de vergelijking der kegelsnede en vlakcoördinaten heeft. 

Eene wenteling der coördinatenassen wordt in puntcoördinaten 
uitgedrukt door 

X^ :=: fl ic' I + «' ctï' j -|- fl O? j , 
x^ = hxi'\-h'x^'\'h ajj, 
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Brengen wij dit over in de vergelijking van het vlak (31), dan 
wordt zij 

De coördinaten van een vlak (UiU^u^u^) worden dus na deze 
transformatie : 

De evenwijdige verplaatsing van het coördinatenstelsel, in punt- 
coördinaten uitgedrukt door 

x^=x\+a^, x^=x\-\-a^, x^zzzx^+a^, 
geeft door substitutie in (31) 

^, .r', + ij x\ + ^3 «'3 + (^1 «1 + ^ï «i + A^ «3 + .4,) =: O , 
en heeft dus op de vlak-coördinaten een invloed, die wordt uitgedrukt 
door 

w', =«*,, 

u\ =^3, 

U\ =«jtt,+ajMj+«3«3+W4. 

Omgekeerd kan op vlakcoördinaten de overgang van het oor- 
spronkelyk naar een nieuw coördinatenstelsel geschieden door de 
substitutie 

u, = bu\+bUi\+b''u\, . ^^^^ 

M3 =Ctt', +c'm'j +c'm'3, 

M4 =:fl,tt\ +a^n\ + fljtt'3 +m\. 

De drie eerste geven de wenteling der assen, alleen de laatste 
de verplaatsing van den oorsprong. De drie eerste hebben den- 
zelfden vorm en beteekenis als bij de overeenkomstige transformatie 
van puntcoördinaten , doch de laatste wijkt geheel daarvan af. In 
de eerste plaats zullen wij den invloed dezer transformatie op de 
vergelijking der kegelsnede nagaan. 

15. Substitueeren wij aldus de laatste van (44) in vergelijking 
(36), die zonder de voorwaarde (37) een oppervlak in het algemeen 
voorstelt, dan wordt zij 
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+ («3J + 2«8 4a3+«4 4«J*)«'3+2(a4j+«,4fl,+öff,4fl,+«4t«,aj)tt',«',+ 

+ 2(«j3+«3*»ï+«i4»3+«4*«ï«3Kï«'3 + 2(«|4+a4 4ai)u',W\ + 
+ 2(«l*+«M«lKjtt'4+2(«,4+«»4«3K3«*'4+«*»w'J =Öi . . . (46) 

waaruit in de eerste plaats blijkt, dat »^^ een in?ariant is van deze 
maar daardoor ook van elke coördinatentransformatie, zoodat ook 
elk kenmerk, dat aan deze grootheid is verbonden, onafhankelijk van 
de transformatie is. 

Is «^^ niet nul, dan kan men stellen 

«14+ «*»«! =^» 
«i4 + «44^1 = ^» 
«34+ «44<»» =^» 

gevende 

„ ««4 ^ «14 ^ _^ «8» fAA\ 

«44 ««4 «44 

waardoor vergelijking (45) overgaat in; 

(«.l«4 4-«i4)w'J+(«3l«44-«JJw'5+(«S3«44-«JJtt';+*?4«'J + 

+ 2(«Jl«4 4-«l^«l4Kl«*'3 + 2(«I3«4 4-«l4«3 4Kl<*'3 + 

+ 2(«,3«4*-«l4«34K»^'3 = . . (47) 

Eene gelijktijdige verandering in teeken voor u\u\u\ heeft op 
deze vergelijking geen invloed, zoodat twee evenwijdige raakvlakken 
ter wederzijde op gelijken afstand van den oorsprong voldoen; waar- 
uit volgt, dat deze zich thans in het middelpunt van het oppervlak 
bevindt, waarvan dus de coördinaten door de vergelijking (46) wor- 
den bepaald. 

Is echter »^^ =.0, dan kan deze transformatie niet geschieden, 
want het middelpunt valt op oneindigen afstand. Deze voorwaarde 
geldt derhalve voor de oppervlakken zonder middelpunt. 

Dat ook de H' in (45) een invariant is der transformatie, kan ge- 
makkelijk worden nagegaan. 

Is «4« niet nul, dan kan bij wenteling der coördinatenassen door 
de substitutie van de drie eerste vergelijkingen van(44)y even als op 
punt-coördinaten , vergelijking (47) herleid worden tot 

«i«.*+^t*,*+«,ti3*-h«4,tt,*=0, .... (48) 

welke vergelijking alle oppervlakken met een middelpunt omvat. 
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De waarden van a zijn bij rechthoekigen stand der assen de wor- 
tels der derde-machts?ergelijkiug 



I — « a 



12 



• — « ec* 



= 



(49) 



*14 ^14 

Is echter a^^ =0, dan wordt vergelijking (46) 
(^i,+«M«iK?+Ki + 2«»*«i)«'J + («8s + 2«,,a,)M'J + 
42(«, ,+«,»«, +«,4fl,)M'|M'j+2(a,, fa, ^a.+ajiaju'.tt'j 4- 

+ 2x,,u\u\ = . . (50) 

In deze vergelijking kunnen niet gelijktijdig «n, «,4 en »^^ 

nul zijn. Maar door wenteling der assen kunnen wel vooraf de 

termen met u\u\, u\u\, u- ^ u' j verdreven worden , hetgeen 

neerkomt op het stellen van 

fl6i4 = 0, «,4 = 0, «,, = 0. 
Hierdoor wordt (50) 

flc, , tl'* + «2 1 «'ï + («s j + 2«s 4 a,)u'J + 2(«, 3 + flt, 4 a, )tt', u'3 + 

+ 2(a,3 + a3 4aj)M',«', + 2a,4«',«'4 =0, 
waar nu at 3 4 niet meer nul kan zijn. 
Stellende thans 

«jj + 2«34a3 =0, 

«13 + «S4 «1 = o, 
*J3 + *34 ÖJ = ^> 



of 



a, =- 



^$4 



"3* 



2«. 



(51) 



gaat de vergelijking over in 

^iiWi^ + ^ii^'j^ + ^asiWsMt = . . . 

De voorwaarde at^ = O drukt uit, dat ««, = O, w, = O, u, = O 
aan de vergelijking van het oppervlak voldoen; dat wil zeggen, dat 
het een raakvlak heeft, dat op oneindigen afstand is gelegen. Dit is 
echter het kenmerk voor de oppervlakken zonder middelpunt, zoodat 
deze in vergelijking (51) liggen opgesloten, 

16. Keeren wij thans tot de kegelsnede in de ruimte terug. De 
voorwaarde 5' ;= O veroorzaakt, dat in de derde-machts vergelijking 
(49) een der wortels nul moet zijn. 
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Yergelijldng (48) gaat hierdoor oyer in: 

«i«i*+«ittj* + «M«*** = (62) 

Dezelfde voorwaarde doet in (51) een der vierkanten verdwijnen, 
waardoor zij de gedaanle aanneemt 

8U, * + 2«ttj «4 = (63) 

Vergelijking (62) stelt ellips en hyperbool voor met het mid- 
delpunt in den oorsprong, de assen gericht volgens de coördinaten- 
assen M, en fij; vergelyking (68) stelt de parabool voor, wier 
top in den oorsprong is gelegen , terwijl hare as volgens de U^ as 
is gericht. In elk geva] is het vlak der kegelsnede tot üi {7, -vlak 
genomen. 

Door toepassing van het vroeger gevonden kenmerk (n®. 13) blijkt 
nu, dat de vergelijking der ellips kan geschreven worden in de 
gedaante 

fl«tti»+**tt,*-«,* = 0, 

die der hyperbool in de gedaante: 

-a*w,* + **u,*+ttt» =0, 
en die der parabool in de gedaante 

Pi^i^ + ^Pt^i^i =0. 
De algemeene vergelijking der kegelsnede kan ook altijd herleid 
worden tot de gedaante 

tt,* + 2att,tt4-l-ctt4* = (54) 

Naarmate hierin c = is de kegelsnede eene ellips, parabool 

of hyperbool, wier top in elk geval in den oorsprong is gelegen, 
terwijl eene as langs U^ valt. Aldus is (64) de algemeene topver- 
gelijking in haren eenvoudigsten vorm. 

Hiermede is de volledige bepaling der kegelsnede in de ruimte 
uit hare algemeene vergel^king (36) in aard, stand en grootte ten 
einde gebracht. 

Het vlak der kegelsnede heeft tot coördinaten de waarden voor 
Wi WjWjM^, die voortvloeien uit de vergelijkingen 

r(tt,) = 0, r{u,)=0, /*(tt,) = 0, /'(«,) = O, . (55) 
terwijl het middelpunt volgens (46) tot vergelijking heeft 

«i*«i+«i4«2+«j»«*3+«**«% = 0; (66) 

waaruit volgt, dat de kegelsnede eene centrale doorsnede is voor 
N. A. V. W. Dl. XIII. 7 
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alle oppervlakken, wier vergelijkingen gelijke coëfficiënten a^, «,4, 
«SI» ««%* bezitten. Van daar, dat hierbij eene parabool slechts kan 
ontstaan uit de vergely kingen van die oppervlakken, welke geen mid- 
delpunt hebben. 

17, Laten wij ten slotte nog nagaan, onder welke voorwaarden 
de kegelsnede iü feeü cirkel of in eene gelykzijdige hyperbool 
overgaat. 

De derdeinachts-vergelijking(49), die de grootte der assen bepaalt, 
kan na ontwikkeling in deze gedaante geschreven worden: 

' Voor Jï* = O wordt een der wortels nul , zooals wy hiervoor reeds 
hebben opgemerkt. De beide andere wortels volgen dan uit de vier- 
kantsvergel\jking 

+ {M\,+M',, + M',,) = . . (67) 

jLff 4,lf' 4- V 
Het produkt der wortels van deze vergelijking is — ^-^ ^^ ' ' ; 

**4 

nu hebben deze minoren onderling hetzelfde teeken en ook met 
Jf' 4 4 , voor zoover zij niet nul zijn ; dit teekwi, verbonden met dat 
van ^4 4, beslist derhalve over den aard der wortels op eene wijze, 
die geheel overeenstemt met hetgeen hieromtrent onder n". 18 is op 
gemerkt. 

Is in vergelijking (57) de coëfficiënt van s nul, dan zijn de wor- 
tels gelijk met tegengesteld teeken. Derhalve drukt de voorwaarde 

uit» dat de hyperbool gelijkzijdig is. 

Z\jn de wortels van vergelijking (67) onbestaanbaar, dan gaat de 
ellips in het imaginaire over. 

Voor den cirkel moeten de wortels gelijk z\jn met hetzelfde teeken, 
en moet dus het eerste lid van (67) een volkomen vierkant z^*n. 
Gemakkelijker echter bepalen wij de gezochte voorwaarden door uit 
te drukken, dat in dit geval de richting der assen in het vlak der 
kegelsnede onbepaald is. Nemen wij in de eerste plaats aan, dat 
het vlak der kegelsnede door den oorsprong gaat, zoodat voor hare 
vergelijking kan genomen worden 



waann 
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= 0. 



dan wordt de richting der assen bepaald door de vergelijkingen 

Het onbepaalde der richting in het ylak der kegelsnede wordt 
uitgedrukt door de voorwaarden 



M i 



«11 



waaruit volgt: 



* = «ii- 



*18 



^n»n 



«,,-« 



^Jt 



^^J_*1J 



-Li 
«11* 

«n 



^1» '^aa 



(68) 



Maar als de waarde van den gelijken wortel is volgens (67) 



^1 t 4 ^H 4*^88 



dus is ook 



«1 1 — «^11 *"*! 



(69) 



^«8 '^l 1 



waaruit verder . volgt 



«11 



• ~8 



en ook 



\«I3 «11/ 

«11 — ^i» \~ 4 r^) ' 
\«ii «1»/ 

« — -« /"«»» I ««»V 

«18 «11 \— +■— I' 

\«18 «18/ 

4aJ, = aJj-(«i, -«,,)*, 



*«j8 = «Ji""(«s»"«ii)*» 

*«l8 = «ll""(«H~«3»)*5 

door welke symmetrische vormen zoowel de drie eerste coëfficiënten 
in de drie volgende, als de laatste in de drie eerste, zijn uitgedrukt. 

7* 
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De herleide vergelyking van den cirkel neemt den rorm aan: 

waarin nu «c « ^ < 0. 
De straal van den cirkel is volgens (69) 

/ ï . / «ii+^ia + ^8» 

terwijl zijn vlak wordt bepaald door 



(69) 



^2 5 »SJ 



^1 j *i i 



^11 *xi 



Om nu in de algemeene vergelijking de gezochte voorwaarden te 
bepalen, brengen wij de betrekkingen (68) op de vergelijking (47) 
over. Hierdoor woyden zij 



Ki 



(«1S«**""«Ï4«S*) 

(«] j«%4— «J%«|4) 



"*1 J"" "^ ' 



= (fltjj «Il 

=:(flft,j«4 4 *J4/ ~" rv /y —^ tf ^ 

waarvoor geschreven kan worden 






&J4 »4 4 



«S4 *** 



en ook 



*aj »i4 

»,4 «44 



=ilf',. 



•^8 4 **% 



6j j »14 

«84 *%» 



'^14 



6,, a,4 
«14 *** 



De straal van den cirkel is onder deze voorwaarden volgens (59) 



_ , / ^*%(<gn+<gi> + «»)'-(^?4+^l4 + ^sJ 



■=v/ 



— 2«* 



terw^l het vlak wordt bepaald door de vergelijkingen (66), en het 
middelpunt door (66). Aldus vindt men voor den straal van den 
cirkel (27) jrVö en voor de vergelyking van zijn middelpunt 

r(ttj4«*,+t4,) + 3«4=0, 
gevende voor het middelpunt de puntooördinaten 

«!=«!= «» = !'•; 
welke uitkomsten met de gegevens geheel overeenstemmen. 
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T. 4, p. 188—143. Note sar la theorie des foyers. Par M. E. Humbert. 
p. 183, 184. Sur Tenveloppe des droites qui coapent deux cercles harmo- 
niquement. Par M. H. Picquet. 

p. 247, 248. Construction du centre dc courbure en les points d'une ellipse. 
Par M. A. la Chesnais. 

p. 338 — 342. Construction nouvelle des points d'intersection d'une droite 
et d'une conique. Par M. E. Lebon. 

p. 345 — 850. Composition mathematique pour Tadmission a IMcple poly- 
technique en 1885. 

p. 380, 381. Question 1504. Par M. N. Qoffart. 
p. 381, 382. Question 1506. Par M. JuneUUenoy. 
p. 382, 883. Qaestion 1507. Par M. MoreUBlanc. 
p. 384. Question 1512. Par M. /. Richard. 

p. 422 — 433. Composition mathematique pour Tadmission è VEcole Centrale 
en 1885. Par M. E. Baricien. 
p. 432, 433. Question 1456. Par M. Broz. 
p. 434, 436. Question 1461. 

p. 454—460. Composition mathematique pour Tadmission ^ I'Ecole Centrale 
(seconde Session, Octobre 1883). Par M. Moret-Blanc. 



p. 460—463. 
Juhel-Rénoy, 
p. 476—479. 
p. 480, 481. 
p. 484, 485. 
p. 498—502. 



Théorèmes sur I'ellipse et I'hyperbole équilatère. Par M. 



Question 1515. Par M. Barisien. 

Question 1516. Par MM. Q. Brouot et H. Bagard. 

Question 1536. Par M. Q. Russo. 

Composition mathematique pour Tadmission k TEcole Poly- 
technique en 1885. Par M. Juhel-Rcnoy, 

p. 503—509. Composition mathematique pour Tadmission k I'Ecole Centrale 
en 1884 (seconde Session Octobre). Par M. Q. Barisien. 
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M. A. DE M. T. 4, p. 510. Lettre de M. de Saint- Germain. 
id. p. 624, 525. Question 1500. Par M. H. Brocard, 
id. p. 528—630. Qaestion 1586. Par M. Juhel-Rénoy. 
id. p. 580, 531. Qaestion 1687. Par M. H. Barbani. 
id. p. 532, 538. Qulsstion 1648. Par M. 
id. p. 538--585. Question 1644. Par M. Moret-Blane. 
MATH. T. 4, p. 13— -16. Théorèmes sur TEllipse. Par M., Barbarin. 
id. p. 89, 40. Question 172. 
id. p. 40, 41. Qaestion 180. Par M. F, Cesaro. 
id. p. 92, 98. Question 221. Par M. Timmerhans. 
id. p. 43. Question 227. 

id. p. 128—139. Question 37, 38, 39. Par M. Oerondel. 
id. p. 155—158. Question 231. Par M. Jerahek. 
id. p. 201—205. Ecole Poljtechnique de Paris-CJoncours de 1884. Par H. 

Broeard, 
id. p. 208, 209. Qaestion 315. 
id. p. 225—227. Question 210. Par M. Basiin, 
id. p. 230, 281. Question 813. Par M. Pisani, 
id. T. 5, p. 7 — 9. Remarque sur le cercle osculateur i I'ellipse. Par M. E, 

Cesaro. 
id. p. 16—18. Question 837. 

id. p. 25, 26. Note sur les raccordements paraboliques. Par M. ^Oeagne. 
id. p. 87—40. Question 326. 
id. p. 71, 72, 95, 96, 175—180. The'orèmes sur la Parabole. Par M. C. 

Bergmans, 
id. p. 85—87. Qaestion 285. 
id. p. 131—188. Question 162. Par M. Boubals. 

id. p. 157—159. Ecole Polytechnique de Paris 1885. Par M. 0. Boubals, 
id. p. 168—166. Questions 341, 350. 
id. p. 180—182. Question 192. Par M. Bastin, 
id. p. 212—214. Question 868. 
SCHL. ZEIT8CHR. B. 29, S. 160 — 169. Einige Satze iiber Kegelschnitte. Von 

H. Sehrbter, 
id. S. 176—188. Ueber das gemischte Kegelschnittenbüschel. Von U. K M, 0» 

Zimmermann. 
id. S. 222 — 288. Inhaltsbestimmung der einem Dreieck einbeschriebenen, um- 

schriebenen und conjngirten Ellipsen. Von M. Gresink. 
id. S. 289—242. Zur Normalenproblem der Ellipse. Von C, Sehirek, 
id. S. 255, 256. Einfache Construction der Ellipse aus zwei conjugirte Durch- 

messern. Von C, Rodenberg. 
id. S. 376—878. Bemerkungen über den Ellipsenquadranten. Von SeMomüch, 
id. B. 80, S. 52 — 57. Construction der Ton einem beliebigen Punkte der Ebene 

ausgehenden Normale einer Ellipse. Von A*. Lauermann. 
id. S. 279 — 290. Bemerkung zum Pascal'schen Satze iiber Kegelscbnittsecbs- 

ecke. Von 5. Heger, 
OR. ARCH. 2e R. B. 1, S. 51 — 68. Ueber die Bestimmung der Unterscheidungs- 

cbaractere fur die Kegelschnitten , weon die Gleichungen derselben in tri- 

metrischen Liniencoordinaten gegeben sind. Von IS. Ehlert. 
id. S. 107 — 109. Krummungsradins der Ellipse. Von Stammer. 
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GR. ABOB. 2« R. B. 1, S. 126— -129. Zur elementar^geometrischen Kegelsclmitti- 
lehre. Von K. Lauermann, 
id. B. 2, S. 487—489. Sin Satz über Kegelschnitte, die einem Dreieck umbe- 

schrieben sind. Yon R. Sparer. 
id. S. 442—444. Wann stehen die von einem Pankte tn eine Kegekchnitto- 
linie gezogenen zwei Tangenten aaf ëinander senkreclLt. Von F, Sohiffner» 



XSITINGBBEÜK. 

GR. ARCH. B. 69, S. 205—218. Studiën über Kettenbr&cke. Von K, B, Hoffmann. 

3, DE L. Sér. 4. T. 1, p. 186—165. Sar la redaction en fractions continues 
d*ane fraction qoi satisfait k une equation différentielle lineaire du premier 
ordre dont les coefficients sont rationnels. Par M. E. Lagnerre, 

BULL. M. T. 9, p. 11 — 18. Sur la tbéorie des fractions continues. Par M. 
Hermüe. 

sCHL. ZEITSCHR. B. 29, S. 848—360. Allgemeine Formeln zur Bestimmong der 
Cardinalpunkte eines brecbenden Systems centrirter spbariscber Flaehen» 
mittelst Kettenbrucbdeterminanten dargestellt. Yon L. MatihicMen, 



KBOMME LIJ5EN (IHEO&IE). 
N. A. DE M. T. 8, p. 867 — 876. Sur la construction des courbes dont Téquation 
est donnée en coordonnées polaires. Par M. Ch. BtehUr, 
id. p. 876—882. Sur quelques courbes enveloppes. Par M. Weüh 
id. T. 4, p. 87—98, 181—188, 297—815. Quelques reflexions sur Tétude géo- 
métriqne des courbes géométriques et tbéorèmes pouTant y être utiles. Par 
M. /. JE. Estienne, 
id. p. 158—159, 228—235, 249—256. Sur la construction des courbes dont 

l'équation est donnée en coordonnées polaires. Par M. Ch, Biekier, 
id. p. 169, 170. Sur les points d'inflexion des courbes du troisième et da 

quatrième degré. Par M. £. B, P<mey. 
MATH. T. 4, p. 164. Courbes avec point de dédoublement. Par P. M. 
id. p. 288—236. Snr Téquation intrinséque des courbes. Par B, Césaro. 
id. T. 5, p. 5 — 7, 27 — 81. Sur revaluation approchée des aires planes. Par Ö. 

PetU-Boü. 
id. p. 156. Question de licence XVI. Par M. S. Broward. 
3, DE L. Série 4, T. 1, p. 167 — 244. Sur les courbes définies par les equations 

différentielles (8e Fartie). Par M. H, Poinearé. 
id. p. 347—856. Application géométrique d'nn tbéorème de Jacobi. Far M. 

E. Humbert, 

N. ARCH. Dl. 11, blz. 28—45. De Metbode van Roberval. Door P. van Geer. 

MATH.. ANN. B. 23, S. 489 — 503. XJeber die Galois* ache Gruppe der Gleicbung 

28ten Grades, von welcber die Doppeltangenten einer Curve vierter Ord- 

nung abbangen. Von H. Weber, 

id. S. 527 — 588. Determination du genre d'une conrbe algébrique. Von Z. 

Bujy. 
id. B. 25, S. 448—468. Ueber projectiviscbe Erzengung von Cnrven. Von 

F, Bobek. 
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ANN. EC. NORM. T. 12, p. 801 ---894. Theorie des points Bingalien esaentiels. 

Par M. a Guiehvrd, 
scHL. ZEiTSCHR. B. 29, S. 212—221, 882, 883. IJeber die Krammmigsiiiittel- 

punkte der Polbahnen. Yon Jf. Grubler. 
id. S. 810 — 818. Zar Ck)n8tractioii der Wendepunkte. Von M. Orübler, 
id. B. 80, S. 248—260. TJeber einen Satz von Burmester, Yon P, Somof. 
6B. ARCH. 2e R. B. 1 , S. 46—60. Ueber ein Problem der Garventheorie. Yon 
M. £ioj)pe, 
id. B. 2, S. 129—187. Erweiterung des ^o^fschen Problems der Curven- 

theorie. Yon R, Hoppe. 
id. S. 417^-429. Rein analytische Consequenzen der Garventheorie. Yon B, 
Hoppe, 



KROHM£ UrSZS (BIJZONPEBJS). 
j. V. CR. B. 97, S. 177 — 187. Ueber eine gewisse Curve des dritten Grades. 

Yon O. Hermes» 
id. B. 99, S. 98—109. Bemerkung anlasslicli des Anfsatzes von Hernn O. 

Hermes über eine gewisse Garve dritten Grades. Yon P, H, Sehoute, 
N. A. DB M. T. 8, p. 46 — 49. Lettre de M. ö. Koenigs, 
id. p. 181 — 194. Sar les courbes unicursales dn qoatrième ordre, dont on 

connait les trois points doubles et cinq points. Par M. A* Astor» 
id p. 401* — 410. Sur les quadrilatères qui ont leurs six sommets sur une 

cubiqne. Par M. Weül, 
id. p. 488—440. Question 1860. Par M. K Fanquembergue, 
id. T. 4, p. 8 — 16. Sar les anticaustiques par refraction de la parabole , les rayons 

incidents étant perpendiculaires a Taxe. Par M. K Laguerre, 
id. p. 144—147. Lettre de M. H. Broeard. 
id. p. 872 — 374. Sur la cissoide de Diodes. Par M. L. Mirman. 
id. p. 626—628. Question 1618. Par M. J. Richard, 
id. p. 688— >666. Note sur Tberpolhodie. Par M. Barbarin, 
MATH. T. 4, p. 49—62. Résumé de différentes recherches sur les ovales de 

Descartes et quelques autres courbes. Par M. A, Oenoechi. 
id. p. 124—127. Questions de licence N. 6, 7, 8, 9. Par M. Broeard. 
id. p. 128—139. Questions 37, 88, 39. Par M. Gerondal. 
id. p. 146 — 149. Sur an mode de generation des Gonchoïdes. Par M. H. 

Schoentjes. 
id. T. 6, p. 36. Question 292. Par M. Pisani. 
id. p. 64, 66, Question de licence XY. Par M. H Broeard. 
id. p. 89—92. Question 267. 
id. p. 110—116. Question 814. 
id. p. 136, 137. Question 297. Par M. Timmerhans. 
id. p. 164, 166, 222, 223. Snr la courbe de Watt. Par M. E Catalan. 
id. p. 186, 186. Question 286. Par M. KeUkoff. 
id. p. 224. Question de licence XYIIL Par M. E. Broeard. 
id. p. 227, 228. Question 204. Par M. Broeard. 
id. p. 260. Question 404. 
J. DE L. T. 10, p. 1 — 40. Mémoire sur un nouveau cas intégrable du problème 
de rélastique et Tune de ses applications. Par M. M. Lévg. 
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N. ABOH. Dl. 12, Blz. 82—93. Over vlakke krommen der derde orde. Boor 

/. de Vries. 
BULL. DE M. T. 6, p. 278 — 280. Sar nne certaine coarbe da qaatrième ordre 

doaée de trois points doables. Par M. Sehoute, 
MATH. ANN. B. 26, S. 152 — 156. On the qaadriqoadric Carve in connexion 

with the theory of Elliptic Functions. By J, Cayley, 
id. S. 698-— 602. Sine einfache iineare Constrnction der ebenen rationalen 
Curve 6er Ordnung. Von F. Rohn. 
8CHL. ZErrsoHB. B. 29, S. 120 — 123. Zosammenhang der Hyperbeln and Lem- 
niscaten höherer Ordnang mit den Ausgangspankten der Fanctionentheorie. 
Von G. HolzmuUer, 
id. S. 378—381. Ueber die cubische Parabel nnd Directrix. Von 0, Böklen, 
id. B. 80, S. 1—16, 64—78. Die Carven vierter Ordnang mit drei doppelten 
Inflexionsknoten. Von C, Reyd, 
6B. ARCH. 2e R. B. 1, S. 87 — 89. Die Sectionscorven. Von F, Oehinghaus, 
id. B. 2, S. 118 — 128, Ueber die Carven vierter Ordnang mit drei Inflexions- 
knoten. Von P. 3, Sehoute. 
id. S. 138 — 192. Transformationen der elliptiscken Integrale and Fanctionen 
in Verbindang mit der Theorie der Kettenlinien. Von F. Oekinghaus. 



KBOMME LIJNEN VAN DUBBELE KBOHMING. 

J. V. CE. B. 97, S. 277 — 316. Zar Theorie der Raamcurven vierter Ordnnng 

erster Art. Von Milinowsku 

id. B. 99, S. 154 — 160. ueber eine gewisse Gattung von Raamcurven. Von 

jr. StaM. 

N. A. DE M. T. 3, p. 522 — 627. Sar les diverses coarbares des lignes qu*on 

pent tracer sar ane surface. Par M. JS. P. Issoly. 
MATH. T. 5, p. 32, 33. Sur Thélice osculatriee. Par M. E. Cesaro, 
id. p. 196—202. Sur la plus conrte distance entre deux droites infiniment 
voisines. Par M. E, Cesaro. 
MATH. ANN. B. 25, S. 287—292. Einige allgemeine Satze über Raamcurven. 
Von A. Hunoitz. 
id. S. 293—318. Metrische Eigenschaften der cubischen Parabel (Ranmcurve 
3. 0). Von H. Sokr'oter. 
SCHL. ZRITSCHB. B. 29, S. 242—244. Zur Theorie der Raumcnrven. Von C. 
Eersfeld, 
id. B. 30, S. 345—349. Wann besitzt eine kubisehe Parabel eine Direktrix. 

Von F, Meyer. 
GR. ARCH. 2e R. B. 2, S. 269—278. Zum Wö&«'schen Problem. Von R. Hoppe. 



MECHANICA. 
J. V. CR. B. 97, S. 111—140, 317—386. Principien der Statik monocyklischer 
Systeme. Von R. von Helmholtz, 
id. B. 98, S. 88 — 94. Ueber die Eigenschaften monocyclischer nnd anderer 

verwandter Systeme. Von L. BoUzmanu. 
id. S. 265—280. Zur Theorie der Bewegung starrer raumlicher Systeme. Von 
A, Schoenflies. 
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N. A. DE H. T. 8, p. 90—96. Sar nne demonstration nonvelle du th^ème de 
Lambert. Par M*. iV. Jouhowsky, 
id. p. 497 — 506. Sar une maniere d'interpreter Tarticie relatif k la mécaniqae 

da noaveaa programme d'admission è TEcole Polytecliniqae (Physique), 
id. T. 4, p. 196—200. Sar Ie coefficient de stabilité des massifs. Par M. E, 
Ceaaro, 
MATH. T. 5, p. 145—162. Sar Taze central et Taxe instantane glissant. Par 

M. de TUly, 
j. DE L. T. 10, p. 97—100, Sar Ie principe de la moindre action. Pa^ M. 
Jofdtovéky. 
id. p. 367 — 385. Sar Téquilibre et la deformation des pieces circalaires. Par 

M. H, Léauté. 
id. Sér. 4, f. 1, p. 403 — 430. Sur Ie mouvement d'un corps pesant de revo- 
lution, fixe par an point de son axe. Par M. G, Barboux, 
N. ARCH. Dl. 12, biz. 216—218. Eenvoudig middel om de balans, bij elke be- 
lading, onmiddellijk de grootste gevoeligheid te geven, waarvoor z^ vatbaar 
is. Door B, P. Moors, 
MATH. ANN. B. 23, S. 143—151. Üeber die Bestimmong von Tragheitsmomen- 
ten mit Hülfe Grassmanacher Methode. Von B, Mehmke, 
id. S. ISl— 212. Ueber die Biegung und Drillung eines unendlich dunnen 
elastischen Stabes dessen eines Ende von einem Kraftepaar angegriffen wird. 
Von W. Hess, 
id. B. 25, S. 1 — 38. üeber die Bïegung und Drillung eines unendlich dunnen 
elastischen Stabes mit zwei gleichen Widerstanden , auf dessen freiem Ende 
eine Kraft und ein um die Hauptaxe ungleichen Widerstandes drehendes 
Kraftepaar einwirkt. Von W, Hess, 
SCHL. ZEITSCHB. B. 29, S. 313 — 315. Ueber die zusammengesetzte Centripetal- 
beschleuniging. Von M. Grübler, 
id. B. 30, S. 193—209. Ueber die Bewegang ahnlich-veranderlicher ebener 

Systeme. Von P, Somoff, 
id. S. 216—233. Die Ebene als bewegtes Element. Von B, J, F. WiUenbauer. 
GR. ARCH. 2e R. B. 1, S. 111, 112. Eiufacher Beweis der Existenz eines Mit- 
telpunkts paralleler Krafte. Von R. Hoppe, 
id. B. 2, S. 108—110. Ueber die Grenze der Stabilitat eines longitudinal- 

comprimirten geraden elastischen Stabs. Von R. Hoppe, 
id. S. 374 — 280. Bewegung eines senkrecht empor geworfeneu Körpers. Von 
R, Hoppe, 



MEETKUNDE (VLAKKB). 

j. v. CR. B. 99, S. 161—164. Ueber gewisse Linien im Dreiecke. Von Franke. 

id. S. 233 — 235. Bemerkung zu dem Aufsatze des Herrn Franke in Dessau, 

dieses Journals B. 99, S. 161. Von H, Schroeter. 

N. A. DE M. T. 3, p. 332—886. Sur une question de geometrie. Par M. 

Laser. 
id. p. 397—399. Question 1473. Par M. N, Goffart, 
id. p. 443, 444. Question 1492. Par M. N. Goffart. 
id. p. 444 — 446. Question 1493. 
id. p. 494, 495. Question 1501. Par M. Moret-Blane. 
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N. A. DE X. T. 4, p. 98—100. Théorèmes de geometrie sar Ie centre des 
moyennes distances. Par M. H. Automari. 

id. p. 201 — 228. Sar une generalisation des propriétés relatives aa oercle de 
Brocard et point de Lemoine. Par M. J?. Lemoine, 

id. p. 267—270. Mathématiqaes élémentaires. Par M. P. Oiai, 

id. p. 860 — 867. Note sar la symedrome. Par M. M, d'Oea^ne, 

id. p. 886, 886. Question 15U. Par M. Leg, 

id. p. 886—888. Qaestion 1620. Par M. R BarUien. 

id. p. 889, 890. Question 1621. Far M. LebouUeur. 

id. p. 486—487. Question 1638. 
HATH. T. 4, p. 28, 24. Question 268. Far M. Liénard. 

id. p. 46. Question 269. 

id. p. 68 — 66. Notes Mathématique 4 — 7. 

id. p. 66. Question 201. Par N. N. 

id. p. 67, 68. Question 247. 

id. p. 69, 70. Question 276. Far M. Minoliii. 

id. p. 88. Question 206. Par M. Bastin. 

id. p. 89. Question 207. Far M. Liénard. 

id. p. 89—91. Question 218. 

id. p. 112—114. Question 226. Far M. Bastin, 

id. p. 118, 119. Question 241. Par M. Bastin. 

id. p. 140. Question 281. 

id. p. 174, 176. Question 248. 

id. p. 189, 190. Question 289. Far M. Van Graefsehepe. 

id. p. 198, 194. Question 302. 

id. p. 194, 196. Question 303. Far M. Falcin. 

id. p. 195. Question 804. 

id. p. 196, 196. Question 806, 808. Far M. Jeraheh, 

id. p. 197. Question 807. 

id* p. 201 — 204. Théorèmes diyers sur les antiparallèles des cótés d'un triangle. 
Par M. JE, Lemoine, 

id. p. 244. Question 828. 

id. T. 6, p. 18—20. Question 839. 

id. p. 84. Question 193. Far M. GiUet, 

id. p. 68, 69. Question 99. Par M. Liénard, 

id. p. 60—63. Question 226. Far M. Bastin, 

id. p. 92, 93. Question 284. 

id. p. 108—108. Propriétés diverses du cercle et de la droite de Brocard. 
Par M. Lemoine, 

id. p. 128, 129. Remarques de geometrie élémentaire. Par M. E, Cesaro. 

id. p. 134—186. Question 274. 

id. p. 189, 140. Question 406. 

id. p. 141, 142. Question 407. 

id. p. 142, 148. Question 408. 

id. p. 162. Question 889. Far M. Dr. Sum, 

id. p. 189. Question 409. 

id. p. 189—191. Question 420. 

id. p. 208—212. Questions 258 et 269. 

id. p. 230—282. Question 876. Far M. Co!etU 
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MATH. T. 5, Sappl. 8, p. 1—4. Sar les figures semblablement variables. Far 

M. /. Neuberg, 
80HL. ZEITSOHB. B. 30, S. 801, 802. TJeber gewisse Schaaren von Dreiecks- 

kreisen. Von Sohlomilch, 
GB. ABCH. 2e B. B. 1, S. 96, 97. Geometrische Aafgabe nebst Lösting. Yon 

P, Seelhoff. 
id. S. 221 — 228. Bemerkung zu einer Dreiecksaofgabe. Von H, Simon, 
id. B. 2, S. 824—827. TJeber drei geometrische Kreisörter. Von K. Seeler. 
id. S. 485—487. Bin Dreiecksatz. Von B. Sain. 



KESI&XTKDE IN PE KUDCIE. 
N. A. DE M. T. 4, p. 271, 272. Rhetorique. Par M. P. Giat, 
id. p. 272-^278. Seconde. Par M. K BénézetA, 
id. p. 885, 886. Question 1514. Par M. Lez. 
IfATH. T. 4, p. 116, 117. Question 229. Par M. Jerabek, 

id. T. 5, p. 161. Question 272. Far M. Sehoute. 
BULL. MATH. T. 9, p. 187 — 140. Sur une droite qui se deplace de fa9on qne 
trois de ses points restent sur les faces d'un trièdre trirectangle. Far M. 
Meuresiein, 



MEETKUNDE (NIET-£XTCLIDI8CHE). 
J. y. CB. B. 89, S. 265—287. Die Rechnong in den Nicht-.^<«/M6'8chen Raum- 
formen. Von W. Kieling, 
id. B. 98, S. 1—48. Die Mechanik in den Nicht- j^if/t/t^tschen Raumformen. 
Von ff. KieHng. 



ONEINDIGE GBOOTEN Of KLEINEN. 
BULL. MATfi. T. 4, p. 265—268. Lettre de M. J, Bienaymé. 
SCHL. ZBITSCHB. B. 28, S. 64. Bemerkung iiber den Ausdruck: Theilung einer 
Strecke in unendlich kleine Theile. Von W. Feltmann, 



OPPEEVLAKKBN (THEOEIE). 
J. TAN CB. B. 96, S. 152—181. Ueber die Kriimmung der Flachen. Von 0, 
Böklen. 
id. B. 98, S. 49—67. Flachenerzengung dnrch Kriimmangslinien. Von /. N, 

ffaggidakis, 
id. S. 181—147. Allgemeine Eigenschaften von Flachen, deren Coördinaten sich 
durch die reellen Theile dreier analytischen Fnnctionen einer complexen Ver^ 
anderlichen darstellen lassen. Von lAlienihal, 
N. A. DB M. T. 8, p. 161—172. Note sur un faisceau de surfaces d'ordre qael- 
conque. Far M. J, Legoux. 
id. p. 194 — 196. Note sur la construction des plans tangents d'une surface de 

reyolntion qui passent par une droite donnée. Far M. Bouquet. 
id. p. 816, 816. Note sur les sjstèmes triples de surfaces orthogonales. Par 
M. Boueet 
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liATB. T. 4, p. 45. Qaestion 270. 

id. T. 6, p. 78, 74r. Sur les ombilics des surfaces. Par M. E, Catalan, 
MATH. ANN. B. 23, S. 487—446. Ueber die Construction der Flachen nter 

Ordnung. Von F, Sehur. 
id. S. 597, 598. Ueber die Anfgabe, alle Elemente einer g gliedrigen Grappe 

binarer Formen zu construiren, venn g dieser Formen gegeben sind. Von 

H. TAieme, 
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id. p. 227—229. Question 237. Par /. N. 
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Grades ans neun gegebenen Fnnkten. Von G. Beyel, 
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grale darstellbar sind. Von Von Lilienikal. 
N. A. DE M. T. 8, p. 40—45. Sur Tangle des lits oblique et normal de la vis 
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MATH. T. 4, p. 127. Question de licence N®. 10. Par M. Broeard, 
id. p. 229. Question 801. 
BULL. M. T. 7, p. 257 — 276. Determination d'une classe particuliere de surfaces 
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triqaes. Par M. H, Beeal. 
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par Ie magnetisme terrestre. Par M. P. Le Cordier. 
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N. ARCH. Dl. 12, biz. 204 — 215. Enkele opmerkingen omtrent het onderzoek 
naar de convergentie of divergentie van oneindig voortïoopende reeksen. 
Door C, van Aller, 
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. id. B. 24, S. 42 — 47. Ueber Multiplication bedingt convergenter Reihen. Von 
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id. S. 147 — 158. Zur Theorie der orthogonalen Substitutionen. Von iS". Gun- 

delfinger, 
N. A. DE M. T. 8, p. 471 — 476. Qnelqnes propriétés élémentaires des gronpes 

plnsieurs fois transitifs. Par M. E. Cesaro, 
j. DE L. Série 4, T. 1, p. 431 — 454. Recherches sur les groupes d'ordre fini 
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MATH. T. 6, p. 204—208. Question 52 et 78. Far M. Fauquembergw. 
id. p. 269, 260. Question 898. Par M. E, Cesaro, 
J. D£ L. Série 4, T. 1, p. 415—458. Sur les equations du oinquième degré. 

Far M. P. Gordan, 
N. ARCH. Dl. 11, blz. 153 — 187. Over het meetkundig verband tusschen de wortel- 
pnnten eener vergel^king en die van hare afgeleide. Door F, J, van den Berg, 
BULL. H. T. 7, p. 246, 247. Extrait d'une lettre de M, Selivanqf k M. Hermite, 
MATH. A»N. B. 24, S. 579—687. Ueber die Factorenzerlegung der Discriminan- 
ten algebraischer Gleichungen. Von E, Neito, 
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W. 5 DER PRIJSVRAGEN VOOR HET JAAR 1885, 

BEANTWOORD DOOR 

D". fi. SCHOUTEN. 

{Fervol^ van bh, 57.) 



HOOFDSTUK V. 
De kracht ar"* + 5r'•^ 

49. De vergelijking ƒ= — (Ar*-2«r»-ft;V,*r*-^(3) = 0. 
Is A^O, dan kunnen we deze vergelijking op de volgende wijze 
schrijven : 

/•=^(f-l)* = 0. 

waar *=(>»+ ^^ ,, P*+ \y .{ (p + 1). 

en *ri-' = 2«r,-» + iP»-,"* + «*'"i 

is. Het teeken van 4> ü 

Toor p=4-oo, 4-1 , 0,-1, — 06, 

respecneveiijK +, 7 • > t> "v^t » 

zoodat we de volgende hooWgevallen kunnen ondeFScheiden r 

A. |<0.* = (f-^)(p»4i'P+?), i« = l.nietï^^^li±^i^^=0. 

B. ^ > O, * = O+ftXpHi'P+ï), f« = 1, met I = e. 
N.A.T.W.DLXra. 10 
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60. In 't geval onder A genoemd vinden we 

«=;i -1777- -^-1^ 17-^-"+ — h^^ — 

Hieruit yolgt hr''=f^ ^'^ J » 

zoodat T < O kan yervangen worden door . ' ^ < 1. 

Wordt eindel^'k A geëlimineerd uit de waarden voor p ea q^ dan 
vinden we: 

_ 1 + f* f^ 

zoodat het geval onder A genoemd neerkomt op 



^=zlp^ 






4/t«* ar.-* 



Verder is 



zoodat de voorwisuurde «*ri>0 geeft 
-r P>0: l|l.:i?r^ 

voor p<0:-l<-^..^,<it^. 

Behalve /k heeft ^ = O nog twee wortels, die 

onderling ongel^*k en <0 
onderling gelgk en <0 
imaginair 

Omdat voor alle positieve waarden van fi 

zoo bligkt, dat voor p > O de beide wortels slechts imaginair kun- 
nen zijn. We vinden dus: 



«r,-* 4f** <(1-At)> 
zun voor — >, . . 7— — == — r — - < 
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I- /'=^*(p-i)(p-^)(p+>')(p+'^). P<o. 



'f* »'i >s.— 1 



n. /=^(p_l)(p-^)(p + v)» , p<0, 



4^ — l + ^'-Pr,-»' 
ni. /'=*^(p-l)(f-;«)((p + <r)>+T»), (3<0. 

(1-i»)' ^ i^*! »rr* 1-t-^* 
4|» '^ l + ,«'-Pr,-* |K * 

IV. /'=^^(l-pXp-|»X(P+<^)*+r»). P>0. 

4ft* -«r,-\ 1 + 1»* 
l + f«' ^r.-* /» 

In elk dezer gevallen moet /»= I genomen worden. 

Voor ^^ l echter «*r, = — {«»•,"* + (3''i"*)» zoodat de bewe- 
ging dan eenparig cirkelvormig is, welke beschouwd kan worden als 
een orei^ng van de beweging voor /u<l tot die van /u>l. 

61. In 't geval onder B genoemd vinden we 



-. — a«r,-' Ipr 



Ar,- = 



1-^ ,»» 

zoodat we het kannen vervangen door 

Verder is «»r, =;-ï--ar,-*- -jp-^- pr,-»>0, dus 
voor p>0 is -^ . r-4:^ > -ï-^. 



voor p<0 is 



. 4f*» -xr^'^ l + fj^* 



10* 
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De beide nog te bepalen wortels van t)* = O zijn 

onderling ongelijk en bestaanbaar 
onderling gelijk en bestaanbaar 
imaginair 






▼oor 1 <, - „ , 



1 + a* 
Daar — -^-- voor alle positieve waarde Tan /» grooter is dan 
f* 

\—- — '—, ïoo knnnen de beide wortek voor 0>O alleen imagi- 

nair z|jn. 
We vinden dus in 't geheel acht gevallen: 

V. /'=^(p-1)(p + |k)((p + ')*+t'). 0>O. f.>l, «<0, 

^ ^,.-1* pr,-» 
VI. ^ = ^(p-1)(p + |k)((p-0'+^*). ^>0. |k<1. «>0, 

Vn. /==^^(l-p)(p + f«)(p + v)(p + 0. P<o. ^>1. «>o. 

4,»» «r.-' ..( Hl»)* 
^;r:^'-(3r,-»^ 4,« • 

Vin. /'=z*p!(i_,)(,+^)(p+v)» , p<o. i»>i, «>o. 

ft-l' -firr* *f« 

IX. / = ^^(1-,)(p + ^)((p + 0Ht«). P<0. ^>1. «>0. 

1 + M» 4a.» «r,-» ^ (I+m)» 
Il fi-1 -^r,-» 4,11 

X. /= ^^(l-p)(P + /»)(p-v)(p-<r). P<0, A.<1, «<0, 

^l-u"pr,-»"^ 4j» ' 
XI. /'=^^(1_p)(p+^Xp-v)» . ^<0, A.<1. «<0, 

1 ^'4/»* «'•r*_(i+iO* 
^ <rr;i-F7^--47" 



UI 

xn. ^==^(i_p)(p+^)((p_,r)«+T*). p<o, f.<i, «<o, 

62. Wordt A = 0, dus «Vj =-(2«ri-* +{pr,-«)> O onder- 
steld, dan gaat de veigeüjjldng ƒ = O o?^ in 

Het teekeu ran t)* is 
voor ? = + «», +1 , O , -1, -», 

respectievelijk + , \-^^ -i +1, 4 , 
zoodat we twee hoofdgeyallen moeten onderscheiden: 

^>0. *=(p-^)(p+v), y<l, ^|:1 met |J^=i, 



«ri 



-1 



* = (p+v)* . "ï^^-r.. 



«r 



-4 



We vinden dus met 'toog op «*ri>0 de volgende gevallen: 

xm. /'=:::ip(f-i)(p-(.)(f+v), p<o, «<o, 

v<l,^Jlmet ^|^;|i. 

XIV. /-= i^(i-p)(p +;«)(, +v) p<o. «>o. *!;"-. <iV. 

XV. /-= ^(l-p)(p+^)» , p<0. «>0, -i^. =rT»„ 

2^«» ar*"* 

XVI. /-= Ifp (l-pX(P+'^)H»-»).P<0.«>0.i>j;-^>TV. 

xvn. /'=^«ri(p_i)((p+^)»+T»). p>o, «<o. ^<;:i^*. 



Eindel^k merken we nog op, dat 

ü» = 2[7'+A = A-(2«r->+|(3r-») 

is. Wordt dus r = oo , dan heeft de baan een asymptoot op eindi- 
gen afstand van het centrum , als A > O is , daarentegen geen asymp- 
toot, als A = O is. 

Wordt r = O , dan is de snelheid oneindig groot. 

58. I van § 50. 

Als w^ hier 

.-_i±Ü .,^il±f)kM frM., (v-^)(/^-l) 
^- _!+£ * -(A* + (r)(l + v)* ""(f* + ^)(l+v) 
fc + tr^ 
stellen, dan gaan de differentiaal vergel^kingen (5) en (6) oyer in 

Vy(l-y)(i-*'y) «p 



± 



De eerste geintegreenl geeft 

2p 
y = »«*w, X — 



VA(1+v)(a* + ^)' 
kunnen we de be 
rentiaal?ergelijkingen onder de volgende gedaante schrijven 



Omdat /t«vfl- = -~ — \ — is, kunnen we de beide laatste diffe- 



Ten einde de stand vastigen als elliptische functies te verkrijgen, 
moeten we ^<1, dus v<(r, en /t*>l, dus v>ff onderscheiden. 
Voor /t«<l stellen we 



! + »■ .. . 1+0- 



waaruit volgt: 



t* = 
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sn'{^+ijcy -cn'(vi-\'ijay ~-rf»MM+»i£:)' 



en 



/ fjLVff 8ns,ene,dne 



Voor f* > 1 daarentegen stellen we 

fi^^^zuk^snUs + iK) en ii^=:P«»»„, 
fi + o- A« + ff 

zoodat in de yorige formules e in ^4 iJC en ii'\-iK' in m moet 
yeranderd worden, om die voor dit geval te verkregen. 
De beide nog te integreeren vergelijkingen gaan nu over in 



voor /E*<1. Wordt hierin fi door e + i/T, en fi-\-iS! door m ver- 
vangen, dan gelden ze voor /e*> 1. 

54. Om de eerste geschikt te maken voor integratie, moeten we 
p^du in den vorm van een volkomen differentiaal brengen. Dit zul- 
len we doen in de onderstelling 

1— **««*€.««*« 

van welke ontwikkeling we in 't vervolg gebruik zullen maken door 
een gepaste keuze te doen voor e en h. 

TT X • 1 . . «»'m — »«*f 

Vooreerst is p««' ^ z= 8n^s+ t — r: — ; , 

zoodat 

du 

o*»»Se?M = »«*e(?«-f2««'e.(«»«u — »«*«), — -- — -—+ 

^ j.^ .. .. 8nu.cnu.dnu ^ 

De differentiatie van - — — — r — eeeft 

2c«*»f.<^«'l rf« 8nu.cnu.dnu 






e^tt, 
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of ook, omdat 

du , , ««M ,__ƒ V 

1— *ï«»*M.«»*« cnvi.dnfi 

en k^ «»* udu = du-dJE{u) 

is: 



Wordt nu deze waarde van - — — — r r— rr in de uitdruk- 

(1— A?*«»*M.»«' w) 

king voor p^du gesubstitueerd, dan komt er na eenige herleiding: 

»»*H-«»*e ,/,, , anu.cnu.dnu jpfs\j_ 

"*" 2sn^^.cn^yi,dn^fi 

5B. Met behulp van deze reductieformule vinden we voor de in- 
tegraalvergelijkingen van (41): 

sn€,ens.dns 



6 



/— l^fj"* sns.ene.dns 



+ 



2»»>(; 



(««'(M+»i:')-«*^-0(«»'(M+«F)4-<?«H''+»iC')+c>»'(w+»r).<?»»(.)4-»iy')) n ,4^, 
+ 2««'(H+fr).c»»('»+»Js^')-<^»'(f+«-s^') JJ ' 



p = - 
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Is u aangegroeid van O tot >}, dan zijn p ent beiden oneindig groot ge- 

worden, terwijl « de waarde ^^,^^^.^,^_^^,^ ^ __i_ ,erkr^-gt. 

Het punt verwijdert zich voortdurend van het centrum in een 
baan, die een asymptoot heeft op eindigen afstand van het centrum. 
Is /E«>1, dan zijn de bewegingsvergelijkingen: 



V «*r, 






«»*(f + »/ï;')— ««S / êtiu.cnu.dnu \ 

^ (* •'^Tnti — i — r-'^W) + 



Is M aangegroeid tot e, dan wordt p =i O, terwijl t en d eindige 
w^aarden blijven behouden. 

Het punt zal dus na eindigen tijd met oneindig groote snelheid 
in het centrum aankomen, zich bewegende langs een spiraalvormige 
baan met een eindig aantal windingen. 

66. n van § 50. 

Wordt in het vorige geval v =o-, dus ^ = 1 genomen, dan ver- 
krijgen we de formules voor dit geval. 

Voor ^ = 1 echter is 

Jgf («) zzi j dn^udu= l cnu.dnu.du z=,8nu, 

en n(u,vi) = 8nfï.cn^y^. I — = 

j /•'«« snüKdsnu /"«•/ dsnu dmu \ 
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zoodat deze waarden in (44) en (45) moeten gesubstitueerd wor- 
den, om de bewegingsvergelijkingen voor dit geval te verkrijgen. 
Voor de vergelijking van de baan vinden we 



* V «*r, iSin^ifi.Tgis 



57. UI van § 50. 

We stellen hier, evenals in § 39, met verandering evenwel van 
bet teeken van Ay zoodat k en k' met elkaar verwisseld worden 

_ l''Af, + {l + Af.)y 
^- l-4 + (l + 4)y ' 

Daardoor gaan de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) over in 



±dt\J -^ 9t9%=^^du, ±d^\J -^ g,g^z=:du. 



Omdat 



y,i-^^,> = (^>+T*-/^)(l-/^) en ^« + r* = i • ^^' <a«, 
is, gaan de laatste door eliminatie van hr^'^ over in 



58. De uitdrukking voor p kunnen wij nu als volgt schreven: 
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p — 



+ c»« 



9i ^r9^ 

en omdat ^i*-At*^a* =(1- /t«) (2/[t(7 + (l+f*)(ö'* + t*)) = 
= 2(l-f*«)((r*+T*) is, zal roor 

A*<1: 9\-M'i>^>9\-9\> 

f^> ^' 9i'-f^9^<^<9i-9t 

Om du8 de standvastigen onder de gedaante van elliptische fiinc- 
ties te kunnen brengen , moeten we /t* < 1 en jm > 1 onderscheiden. 

. Voor fj^Kl stellen we ilZ.^ — ene, ^'7^^ = c«(>f + 2X), 

voor f*> 1 stellen we ^' 7^^ * =c»(f+2X), ^^i^i =:c«»j, 
i)'! flail's i)'t+i)'4 

dus in ieder geval is c»e<c«M en f>M. 

In 'teerste geval is 

9i+f*9i 1— c»»j ƒ— (1 — c»»j)(l— c»e) 

~— "i Va* "~" ""* ■• ' ' '■ ) 

9t'^9i l + c»6 snenSnm 

f ^{'^''f^)+9t*''f^9i^ _ / stifj.dne y 

Zoodat voor f« < 1 de volgende vergelijkingen gelden : 
1— c»>j cne-^cnu 



P 



l+c«e -^cfm + cnu 



(4«) 



j / -l^ rr' _ (l-c»»)(l-c«£)t?»e ^^^ 

Voor /t^> 1 vinden we uitdrukkingen, die uit deze ontstaan door 
de teekens van cne, cn^^ sns en anvi om te keeren. 

59. Om de laatste van de vergelijkingen (46) te kunnen inte- 
greeren, moeten we p^du als volkomen differentiaal uitdrukken. 

Daartoe stellen we 

cns+cnu 

p = , 

en zullen ^^ dn tot een volkomen differentiaal herleiden. 



1«8 

cns — cufi 



roïgt 

du v« du 



Nu is 



du (cnfi—cnu)du 



en 



cnvi + cnu «»*« — «»*« 

^« ^« 2cn^^du ^cnyi.cnudu 

[cnvi^cnuy »»* M -«»* w (««* n — «»'«)» "" («»*jj —«»*«)- ' 

zoodat p*rf«Z= ^tt+(c«€ — C»M)(c»f— ScTJlJj) — r j- + 

du 

2cnudu 

wordt. 

du 

Wanneer nu door middel van de reductieformule (42) -, — • — -r 

^ (sn^fi-sn- u)^ 

geëlimineerd wordt, dan komt er na herleiding: 



9nyixnvi,dnyi \ sn-vi.dn^^ f 



, c»g — c»M / snu.cnu.dnu \ 



Maar 



(«»*M— <»*«)^ WM.(^tf * 






Zd»"^ VI. {l -en 6, en ft) +c»jj.(c«€-c»m). «»ji.^»w +«»».£?»»ƒ 

2 «»'»?.(?«' M «»>ï.flf»«— «»«.(^»ïj 



cne-^cnfj snuxnvi.dnu 
8n^vi,dn^vi «»*>j- 



^,anu\ ^ 
an^ u\ * 



en (?n(K, vt^iK*) = dn[u, v!) ^—^ du\\dl y . ( , 

^ snn «»(ji + «) 



zoodat we ten slotte vinden : 
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P 
ens 



^du m^ft + lene—cmiy _ , cme^enyi ,/snu,dnu ^, \ 

= — r—; S^» + — r-TT^l — ; ^(«)1 + 

1.(1— r»f.c»»j)+rinf.(c»f-c»»j) ,/2n(«,H) 9n{yt-u).{mvi,dnu\8nu.dny)\ . . 



2(f»N 

-: : : ■ a\ 1_' J., 

9n{^\u),[9n¥i,dnU'' mu.dufi)) 

60. Met behulp yan de geyonden uitdrukking voor p^du worden 
de vergeüljkingen (46}: 

1 —cnvi cnU'\rcns \ 






1 -^-cns cnu^cnvi 






V r^ \l-\-ensJ \ «»*h.(c»« + 



cnviy 



» + 



(48) 



2^l»>M.(l+C»£.C»)})~CI»)}.(c»e+CII>f)/ 2n(ti, )i) 



2«»3^.e?n'>f 



(-■ 



CAM 



8n{ij + u),{snyi,dnu-'8nu,dnyij 



Is dus tf van O tot if aangegroeid , dan zijn p en ^ oneindig groot 
geworden, terw^'l d eindige waarden blijft behouden. Het punt be- 
weegt zich dus voortdurend in een baan, die een asymptoot heeft, 
welke niet door 't centrum is gericht. 

Voor f*>l vinden we 

l + c»H cnu — cne 



P = 



l—cns cnU'{'Cnft 



\ 



. ene + cnfi / snu.dnu 
^ V 



«h'm.^^^h \e»tfHk(;ii)f 



-^m) 



"*" 28n^fi.dn'ft \cnii "*" 



+ ^ 



«» (m -u).(« » M • <^» u 4-< » ti.<^ n M ) 
89i(n'\'U),(snii,duU'^snu^dnfi) 



(49) 



l-l 
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Is u van O tot « aangegroeid, dan is p = geworden, terwijl 
O en ^ eindige waarden hebben. 

Het pnnt zal dus langs een spiraalvormige baan met een eindig 
aantal windingen bewegen, en met oneindig groote snelheid in het 
centrum aankomen. 

61. IV van § 50. 

Deze vergelijking verschilt alleen in den eersten factor van III in 

& 86 Wordt hier -r vervangen door (3r,*, dan komt die van § 39. 
We vinden dus even als daar 

£l±tl* +cnu 

_ ff t-NIt ff,-f*ffi 
u^cuu, f— ; 

9i-9i 
Omdat ,p^^., 

ff,^-^^g^*=z{l-^i)(i<r-|*) en ^(.r» +'"*) = «A*^ = qj;;|T7 
is, kunnen we de differentiaalvergelijkingen onder de yolgende ge- 
daante brengen: 

Daar verder ^,*-/^*^.* =(l-f*)(l + af*)2^ 
is, hebben we 

voor f*<l: gx-l^gt>^>9x-9i^ 

voor f«>l: ^|-f*^i<<><^i-^*- 

Ten einde de standvastigen in eUiptische functies uit te drukken, 
stellen we 

voor A*^^-^,-!»^, ^,'5-, 
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9\-M\ 9x-9% 
Hieruit Tolgt Toor /t* < 1 : 

9x''M% _ g»(M + 2tg) + l _ c»(ti> + 2tJL0+l g»tg-l 

9i-9i cnis +1* '*~c»(M+2»Jf')-l ' c»»tf + l' 



/ 



^i'-/^^»HA^(i-/t*) _ (g»(t>f+2t.jr^) + i)(g»tg~i) t(?»tg 

zoodat door toepassing van de formule (47) uit de differentiaalver- 
geigkingen de volgende bewegingsvergelijkingen gevonden worden: 

„^_ ^1 c«M — 1 cnis + cnu \ 

voorf«<l: p=: — ;— — - — —* , 

c»if + l cntfj'-cnu 

nis (cwtM — l)(c»tg — 1) 



V «'^j «i>f 



V ri Xcnis+lJ \ «»*t>f.(c»ig+(»wif) 

, (?»»g + c»»»j { 9nu,dnu ^, J\ 

rr — ; ^(«*))- 



(60) 



— «»*»M.^»'l 



2(}««i»j)'.(?»'«M \ c«(m) 

. .-«;»(<»} + 2t^'*-.n) 9nift,dnu-^snu,dnifi 
+ t^ _J — ! ^ i, . . 

8n\i>i-^'2i£/-\-ü) sniyj.dnu-^'ênuJniii j 

Voor g»u = +l is p = l, voor c»tt= — 1 is p = f«. Het 
punt beschrijft dus een baan met maximum en minimum voerstra- 
len r, en /t*r,. 

De bewegingsvergelijkingen voor /x > l volgen uit deze vergelij- 
kingen door de teekens van ci>tg, eniijy dnie en dnifi om te 
keeren. 

„ ^ , c««M + l cnie — enu 

Voor/E*>l: p = — ; r r-i > 

c»tg — 1 cnfff+^nt' 

ö t/iIEZr=:,l^!^. (g^M + l)(giitg + l) ^ , .gj. 

V «*»*i «»»ff c»M + c»»f ' / ^ ' 



ö \/ 2 = 1 -; — r) -tmie.dmeA — .. / • — r^-M- 

V fj Vc»ig— 1/ l «»*i»j.(c»tó+(»w»j) / 



isa 



««(m+m) ênim.dnusnu.dnivi/ 1 j 



Ook hier beschrijft het punt een baan met maximum en minimum 
Yoerstralen fir^ en r,. 

62. V van § 61. 

Dit geral verschilt alleen in het teeken van fi van IH in § 60. 
Keert men het teeken van fi om in de ondersteUingen gemaakt in 
§ 67, dan vinden we voor de differentiaal vergelijkingen der beweging: 

9A9. £i^, * 



Maar hier is 

bijjgevolg is yi-/E*yj<0 en ^,y, =0 met /E« = l + 2(r. 

Tor invoering van elliptische functies als standvastigen stellen 
we nu 

^^^^^^ — cn(i6 + 2iZ'), 
terw^l we voor /te>l f 2fl- dus fl',— ^i>0 stellen 

We hebben slechts m door K te vervangen, om de beweging voor 
fc = 1 + 2 fl-, door M + 2 ir om de beweging voor 1 </te < 1 + 2fl- te 
kennen. Yoor f< > 1 -f 2 o- dus vinden we : 

#«t£+l 1-^enyi g^ — fig^ gwM + 1 



v/ 
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de bovengeyonden differentiaalvergelijkingea kunnen we nu op de 
volgende wijjze sclir^yen: 

c»»f + 1 cnie—cnu 



iPr,-s _ idnie (gn»g + l)(cnM + 1 ) 



.v/_ 

V >*i «wie cfiie + cwM 

De laatste wordt geïntegreerd door middel ran (47), als daarin s 
door u-f 2»Z' wordt vervangen. 

We vinden dus de volgende bewegingsvergelijkingen: 



cnyi-\'\ cnis^enu 



^/ 



{Pr^-^ _ idnie (cfitg-f l)((?W)j ^- 1 ) 
(ü^r, snie cnis + cnti ' 



V r, \(?wif~l/ l«»* »j.((?i/tf + cn>f) 

gnt'g + cWM /snu,dnu ^ \ 
ên*fi.dn^ft \cnu-\-cn» ) 



(52) 



2é?n*>f.(14gwig.(?n>j)— cM»j.(cwig+c«»>) /2n(ti, »>) 
«« (m - m).(«« vi,dnu + «« tt.é?n>f) 



+ ^ 



sn(yf'\'U).{snfi.dnu — snu.dn »j) 



)}• 



Voor t* = 2 i? - M worden p en ^ beiden oo. 

Het punt verwijdert zich voortdurend van het centrum langs een 
baan, die een asymptoot heeft, welke niet door 't centrum is gericht. 

Worden in (52) cwjj = O, ««>f = 1 en e?n»j = A' gesteld, dan 
leeren ze de beweging kennen voor 't geval /e« = 1 + 2 c. 

Keeren we de teekens van <?«>j en snij om, dan gelden ze voor 
l</E«<l + 2o-. In dat geval worden p en ^ oneindig groot voor 

63. VI van § 51. 

N. A. V. W. Dl. xm, 11 
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Keeren we in 't vorige geyal het teeken Tan <f om, dan verkrijgen 
we de bewegingsvergelijkingen voor dit geval. Omdat nu y , — f«^, > O 

eny,-^, =0i8,met ^^ (i =l«2(r, stellen we hier-^li^| =ctiu, 

zoodat we in (52) slechts de teekens van cniê ea dnis hebben 
om te keeren om de bewegingsvergelijkingen voor dit geval te ver- 
krijgen. 

Voor l>/te>l — 20- zullen we vinden: 



^"" cnis + l * en^ + cnu * 



\ 



/{Prr^ idnie (ciitg-l)(cn» + l) ^^ 
V «*r, snis enis-enfi 









(68) 



.(i-cniêxnvf) + cn^.{cni6''cnfi) / 2n(t/,M ) , 

* n(M — tt).(»nM.<?nu-<nii.<^n>i \l 



/ 



Is « van O tot 2Jr~*j aangegroeid, dan zijn p en t beiden on- 
eindig groot. 

Het punt beweegt zich dus als in 't vorige geval. 

64. VII van § 51. 

Uit de waarde van + in § 49 blijkt, dat in ons geval 4»>0 is, 
zoowel voor p r= O als p = — 1 : daarentegen is + < O voor p = — oo. 
De beide wortels v en o- moeten dus of beide kleiner, of beide 
grooter dan de eenheid zyn. Doch uit § 51 blykt dat vfl'>tf+fl', 
bygevolg moeten v en o- beiden grooter dan 1 zyn. We moeten 
dus de volgende gevallen onderscheiden : l<A«<v<fl', l<v</Ee <«• , 
l<v<o'</te. Doch *tzal voldoende zyn het eerste geval te behan- 
delen, aangezien het tweede daaruit zal voortvloeien door verwisse- 
ling van ^ en V met elkaar; terwijl het derde er uit zal volgen, ab 
f* 9 V, ff cyclisch verwisseld worden. 

We stellen nu 
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'- l-f. • -(l + v)(<r-^)' 

tr-n 

waiffdoor de differentiaalreT^elijldngen van de beweging znllen OTer- 
gaan in 

■ ^^ = =-AV(ff-A«)(l + v)-^^. 

Vy(i-y)(i-*'») f 



±T<'*\/ — T-^ — = ■ =-. 

V «»»•. V(*-i«)(i+v) 

V r, V(^-|»)(l+v) 



De eerste geintegreerd geeft 



y=«n«tt, A= ,, ' =r= (89) 

— ^ ör "* 
Omdat fivff^ — T. ^^ is, kunnen de beide laatste op de yol- 



gende w^'ze geschreven worden: 



' V «'r, V (<r-/«)(l + v) 

=*"* V f, V {^-/»)(i + v)' '*"• 

Ten einde de standvastigen in elliptiscbe functies te Terkr^'gen, 
stellen we 

zoodat we hieruit vinden: 
f« r= , , , > V — — , O" _ , . — •> 



en 






Met behulp van formule (48) vinden we voor de bewegingsvergelijkingen : 

11* 



186 



p := — , 1 



l—k^sn^ifi.sn- u 






1^^ J .-iÈLlll=:sn(s'{%K)Jcn(6 + ir)Jdn{e-\'iK') 



%%8n^ ivixn^ iyiJn^ ifi 



n(«,M)). I 



Is u aangegroeid yan O tot s, dan is p = O geworden. 

Het punt zal dus met oneindig groote snelheid in het centrum 
komen. De baan is een spiraal met een eindig aantal windingen. 

65. VIII ?an § 51. 

Dit is een bijzonder geval van *t vorige, zoodat de bewegingsver- 
gelijkingen (54) nog geldig z^'n voor dit geval. Omdat echter 
^ z= O is, gaan de elliptische functies in logarithmische en goniome- 
trische over. 

De eerste van (54) geeft 

zoodat de beide anderen geven: 



t ^zlPjjll = Va^» { V(l-p)(p+^) + 



(65) 



Deze vergelijkingen zouden ook langs directen weg gevonden zijn. 
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In deze formules is jt<<v ondersteld. De beide onderstellingen 
/E< 1= V eu fi>v zijn bijzondere geralUen yan l<v<jt*<(r en 
l<v<ö-<jt*, in § 64 genoemd. 

Be rechtstreeksche oplossing geeft: 



^ V «'r, 1-1-^ V p+^* 



">"= )(66) 

V(l+u)(p+A«)+ V(i«-vXl-p) 



. / -^Pr.-' _ / ftv' V(l + 

V «V, V (^-v)(l-KvJ ^(1+ 



v)(p+A«)-\/(i«-v)(l-p) 



\/(l+v)(p+*t)+v/(n*-v)(l-p) ' ' 



\/(/»-v)(v+l) \/(l+v)(p+ft)-|- \/(l<*-v)(l-p) 

In elk dezer gerallen zal het pant als in 't vorige geval bewegen. 

66. IX van § 51. 

We maken hier dezelfde onderstellingen als in § 62, evenwel met 
omkeering van het teeken van y, of ^j , wat ten gevolge heeft een 
verwisseling van k en k' met elkaar. 

Dan zullen de differentiaalvergelijkingen overgaan in 



S-±ZMl^cnu 
9\~9i 
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Om dé standrastigen als elliptische fdnoties te verkrijgen, merken 
we op, dat ^j —1^9% < O en y, — ^^ = O met ^ = 1 + 2 o-, 

9x±li _^ 



We stellen dus roor 



9x^rM% 



9i-9t 



:cnt»f» 



<l+2(r: ^:i^{f£i. = cw(0 + 2«), €i±£? = cn(M+»»ir). 



67. Voor ^>l + 2fl- rinden we 



9i-9i 



9i-ffi 1-cne ' 



en 



V ^i^i(a* + 1) cfif + cniif «n5* 



zoodat we nu met behulp ran (47) Toor de bewegingsrergeliykingen 
zullen yinden: 

cnjf + 1 cnu—cne \ 






1 — eng cnti-|-cnt»f* 



/ -[Pr^-^ ^ (l-fcn.)(l + ( 
V «*r, cne + cni 



cniff) dnB 
^ : . — 1 



« + 



V r, \l-cn£/ Un'M.(cnt»}4*^^0 

cntn -f ciig / \snu.dnu \\ _ 

^2rfn*iïf.(l+cng.cnt»j)-cntM.(cng + cnM) / 2tn (ti,i>) 
2t«n' i»j,(fn'tij \ cwijj 



(") 



_ ^^;jr ; 

Voor u = « is p = 0. 



9n{%vi-\'u),{9n%v[,dnu'-inu.dn%i^} 



Het punt zal zich dus in een spiraalvormige baan met een eindig 
aantal windingen bewegen, en met oneindig groote snelheid in het 
centrum aankomen. 

68. Voor l<it*<l+2(r hebben we slechts in (67) ^ door m+2Z' 
te Teryangen, of, wat op hetzelfde neerkomt, cni^ en dnivi met 
tegengesteld teeken te nemen , om de bewegings? ergel^'kingen te yinden : 



1S9 
(?»i>f--l cnu—cns \ 



1— C»g C9I»»} — c»«' 



i 









)•+ 



(58) 



_ 2(?i»'t}f.(l-cii£.c»M)~c»M»(c»tM*-ciie) /2»n («, tu) 

\ cnivi 

4^9nudnivi)\\ 
9n(i^ + u).{snifi,dnu -{snu.dnifi)/ f j 






De beweging is gelijksoortig met die ia 'trorige geval gevonden. 
69. Is eindelijk /x = 1 + 20-, dan is 

4 \ ft + l \^ + l/ i 

Omdat *» I c»» « rf» = A' » « + B(u) 

, C' , ^ — *«»» 

en • «I enudUz=Btly ~ — 

J» dnu 

is, zoo rinden we in dit geTal de volgende bewegingsrergelijkingen: 



} (59) 

Het punt beweegt zich ais in 't vorige geval. 



140 

70. X van § 51. 

Hier moet vooraf onderssocht worden , hoe zich de wortels v en o- 
tot de eenheid verhouden. Uit de waarde van \(/ in § 49 blijkt, dat 

v> 1 > o- is voor (ü*r, > — (a^i"' +P»*,"*^), 

(r.i=l is voor a^r^^= — {otr^^'^'\'fir^~^)y 

en v>(r>l of v<o- < 1 is voor «*ri < -(arj"* + ^r,'®). 

Wordt voor «*ri hare waarde in § 61 gesubstitueerd, dan vin- 
den we 

v>l>(r voor O < -^ . ""^^'^^ -1< 1 -2/t^, 

1-^ -(3ri * 

4a* —ar."* 
(r = l voor 0<--^- . -_i_ - l =1- 2/1*, 

y>(r>l of v<(r<l roor^-V^> T^ ' "4-^- ^ > ^ " ^'*- 

Om te beslissen, wanneer de wortels v en ö* beiden grooter of 
beiden kleiner dan de eenheid zijn, merken we op, dat volgens de 
waarde van fp in § 51 



. VO" = 



4^ --ar,-» _^ 



V > (r> 1 voor ^-~^ </e* of /c« > 5 , 



1-/X -pr/ 
is; hieruit volgt, 

4ifi 

V<0-<1 voor 1 — 2/E«>jt* of jt*<5; 

terwijl voor f« = ^ beide wortels gelijk aan de eenheid zijn. 
Wij moeten dus de volgende gevallen onderscheiden: 

A. /=Zi!lll(v-p)(p.-l)(p-,)(p+^), 

4a* -"ar.~* 



C. y = ^fi!(i-p)(p-v)(p-^)(p + ^), 



4tt» —ar.-* (1-u)* 

""^1-,» -fir,-' ^ ^f* *'^^" 
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terwijl Yoor — ■jt^-Zs — ^ =1 — 2jt* de eenparige cirkelvormige 

beweging plaats grijpt, die den overgang vormt tusschen de bewe- 
gingen in A en B; evenzoo zal de cirkelvormige beweging, die plaats 
grijpt voor a< = 4 als de overgang beschouwd kunnen worden tus- 
schen de bewegingen in B en C. 
71. A van § 70. 

1- — 
Wij stellen p^^-I^i^, ..^ (v^yjO 
v-1 (v-(r)(/tt+l) 

dan gaan de differentiaal vergel^'kingen (5) en (6) over in 



V «Vi V(v-(r)(l+/E*) 

Omdat fAVff = -3^—37 is, zoo geeft de eliminatie van k: 






±1 



Stellen we nu verder 



v-1 v-1 
■ =ik-8n^s, en z=z k"- 8n^(ivi + K), 



, . / fjtvff sne.ons ,dns 

zoodat 1/ ; — 

V (v-C 



(v-(r)(l + it*) sn^%fi'\-K)-8n^6 

wordt, dan kunnen we de differentiaalvergelijkingen onder de vol- 
gende gedaante schrijven: 

1 —^*«»* €.«»*« • 






l''k^sn^(ifi + K).ên^u 



ixjt /"-tPT^ sns.cne.dne 
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Met behulp van (48) vinden we voor de bewegingsrergelijkingen : 






1— A* «»*f .««*« 



\ 



^ I — IP^i"' tne.ent.dnt 



}(60) 



2»«'(»M + X).tC>»(M+^).(?»'{»»^ + ^) 



»n(t*,»if+z). 



Voor «»*« = O is p = 1, voor «»^« = 1 is p = v. B^'gevolg 
beschrijft het punt een regelmatig gegolfde baan, welker maximum 
en minimum yoerstralen vr, en r^ zijn. 

72. B ran § 70. 



Wordt 



1 + M 



en 



l+ff (<r + f)(v-l) 



1 r-y 



gesteld, dan kunnen de differentiaalvergelijkingen met 't oog op 
f*vfl- = — 1^37- onder de volgende gedaante gebracht worden: 



,= i±Jt 



±HV^-=/=i=;^.. 



* V f, V(M+<r)(v-l)' "• 
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Stellen we nu verder 






zoodat 



n/ 






is, dan vinden we door middel van (éS) de volgende bewegingsver- 
gelijkingen : 

«»*€ — «»*« 1 



/'t! w I irv snu.cnu.dnu ^^ \ 

2m'{iyi+£:).icn^{ifi+K).dn\ifi+K) »n(«»»'^+-K)|. 

Als M van O tot s is aangegroeid, zal p van 1 tot O z^'n a%e- 
nomen. 

Het punt zal zich dus bewegen in een spiraalvormige baan met 
een eindig aantal windingen, en eens met oneindig groote snelheid 
in het centrum aankomen. 

78. C van § 71. 

Dit ge?al volgt uit A, als we fi door —o- en —o- door fi ver- 
vangen. Door dus te stellen 



f (61) 
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verkrijgen we de vergelijkingen (60), al« daarin t»j + Z door m 
wordt vervangen, tot bewegingsvergelijkingen, namelijk 






««*£-«»*»« /_. j. 8nu.cnu.dnu ^, ,\ . 
^ 2sn^%fi.cn^tfl,dnHvi \ l-k^snHvi ,8n^u ^ V 



(62) 






n(«,»>ï)}. / 



Voor ««*« =1 O is p = 1 , voor «»*m =.1 is p zz= v. Het punt 
beweegt zich als bij A is gevonden, alleen is nu rj de maximum- 
afstand. 

74. XI van § 61. 

Dit is een bijzonder geval van *t voorgaande , en wel van B voor 
fi> ^ dus V > 1 , van C voor /t* < J , dus v < 1 , terwijl weer de 
beweging cirkelvormig is voor fz z=z -^, 

De vergelijkingen (61) en (62) gelden dus ook voor dit geval. 
Omdat in (61) ^ = en in (62) ^ = 1 genomen moet worden, 
gaan de elliptische functies in cyclometrische en logarithmische over, 
namelijk 



V p+ ft 



(63) 






V(n-M)(f-*) 

jN/(1-v)(p+,<*)+ V(iK+»)(l-p) 



V(l-v)(|^+v) s/(l + ,*)(p-v) 



)64) 



J V(l-p)(p + A«) + i(2v+M-l)%2'^ \/^l- 

V p + ^l 
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Voor fjt>i zal dus het punt een spiraalyormige baan met een 
eindig aantal windingen besclirijven en met oneindig groote snelheid 
in het centrum aankomen. 

Voor /E«<3 daarentegen zal de baan een spiraal zijn met onein- 
dig veel windingen en een asymptoti^chen binnencirkel , welks straal 
vr, is* 

75. Xn van § 51. 

Wordt in de onderstellingen bij VI in § 63 gemaakt het teeken 
van ff 2 omgekeerd, wat een onderlinge verwisseling van ^ en ^ ten 
gevolge heeft, dan vinden we de substituties voor dit geval. We 

hebben dus hier ^-^-- — ^^ =:ene en — — ^^ = cnifi voor a>l— 2<r 



en 



- — ^ =zic»(t>i + 2»ir) voor /E«<1 — 2a- te nemen; terwigl voor 



9x-9\ 



\X.u, (\—u \ 

/K = 1 - 2 <r de uitdrukking voor ^ = — - — ( — - — \cnu\ wordt. 

In de formules (53) moet dus ie in ^, en m in m veranderd 
worden, zoodat we vinden: 

\\cn%^ cne\cnu \ 






V 



\\cne vni^\ cnu 

dn3 (1 — cne)(l+cnivi\ 
cnivi — ene 

an^iyi + {cnivi ^ cnsy 



, Xl + cneJ { — *»«»ïf.(c»iJj — ene) 



•{ 



«+ 



cnivi — cns ( snu.dnu _, A . 
+ I E(u) I + 

/2tn(«,iM, . 
\ Cttivi 



2dn^ifi.{cn6,cnivi — l)+c»i»f.(c«M — ene) f2in{u,ivf) 
2m»3 i\i,dn^i}i 



(66) 



, ., 8n{iyi + u).{sniyi,dHU'\' 8nu,dnifi)\ 
ên(ifj — u),(8nivi,dnu — ênu.dnivi)) 



Voor /»<! — 2<r hebben we in deze vergelijkingen slechts de tee- 
kens van cnin en dnivi om te keeren. 
We hebben dus: 



/M<l--2<r: 






cniij — 1 cns-^-CHu 
l-^-cne cnifi — c»«' 



m 



Ii6 






}(66) 



2i*»'iM.^»*iM 



0»tM 



Voor A« = l-2<r is p = (l-(r) f ^-^+c»tt), 
Zoodat we voor de bewegingSTergelijkingen vinden: 



(67) 



In elk dezer gevallen zal het punt een spiraalvormige baan met 
een eindig aantal windingen beschrigven , en met oneindig groote 
snelheid in het centrum aankomen. 

76. XIII van § 51. 

Wy stellen, evenals in § 15, voor fA<l'. 

p = T^* * -rn* ^ -1 + v* 

dan worden de diffeiputJariyorgelijkiQgen (6) en (6): 
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1 — jt(«»*« 



^ V «V, Vl + v ^ V r, ^1+v 



Wordt nu fizzzk^ «»* s 



gesteld, zoodat 1 + v = -^T 



is, dan gaan ze orer in 






±1^0 \/ . =3 — , ±i^<v/ ^^ — =-;— p*^tt. 

' V «Vi e?»g* ^* V r, rfutf*^ 

Uit de differentiatie yan \ — vindt men: 

SV^du _. , , ,9nu.dnu .,_, _,,. du 

— :=::k^du + d -. 2(A*— *'*) — r— ; 

en*u cn^u ^ cn^u 

hiermede vinden we voor de bewegingsvergelijkingen: 






cn^u 



(68) 



Voor u =1 K wordt p = a> , ^ = a> , terwijl d een eindige waarde 
behoudt. Het punt beschrijft dus een kromme, die zich tot in 
't oneindige uitstrekt en geen asymptoot heeft; bijgevolg verwant 
moet z^'n met de parabool. De eindsnelheid is 0. 

77. Voor jc« =: L is de beweging eenparig cirkelvormig. 

Voor /»>1 stellen we als in § 17. 

_ 1— P ^y v+l ^,, _ /A — l 

dan worden de differentiaalvergelijkingen (&) en iQ)x 
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Stellen we verder 
dan gaan ze over in 






De differentiatie van — r— ; geeft 

dn*u 

Shf^du ,^ r^x du _ .k^snuxnu 
dn*u dn* u dn^u 

zoodat hiermede als bewegingsvergelijjcingen gevonden worden: 

sn^ 6 — sn* u \ 

8n^6,dn*u 



/ -2«r.-* _ ifu 
» V w'r, ~ieH(e-\-iI[')' 






. k^snu.cnu 



8*'* 






Is « van O tot £ aangegroeid, dan is p = O geworden, termjl 
d en ^ beide eindige waarden behouden. Bijgevolg zal het> pont 
een spiraalbaan met een eindig aantal windingen beschrijven, en in 
het centrum komen met oneindig groote snelheid. 

78. XrV van § 51. 

Evenals in § 7 stellen we 
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p = l-(l + /x)««»tt, A:* = ii^, l<f«<v steUende, 
dan worden de differentiaalvergelijldngen (5) en (6): 

V «*r, yji^^ ^ V r, y'I + v 

Wordt nu 

l + /j^ = k*ên^6 + ir), dus l + v = «if*(HtZ') 

gesteld, dan gaan ze over in 

. ,,. /2ar,-* (?M . ,^ /Sar,-* p*<?t* 

Uit de differentiatie yan ênu,cnu,dnu Tolgt 

zoodat we met behulp van deze reductieformule vinden: 



(70) 



«if*g-*»*M , ^ / 2ar,-» 

Voor u = e wordt p = O, en. behouden d en ^ eindige waarden. 

Het punt beweegt zich als bij 't vorige geval. 

79. XV van § 51. 

Dit is een bijzonder geval van 't vorige, zoodat ook hier (70) 
van toepassing z^n. Omdat ^ = 1 is, zullen de elliptische functies 
in lagere overgaan, h. v. 

8n{u, 1) = - iTffiu=~^, cn(u, 1) = ^rijjp; = dn{u, 1). 
^(«) = «!•(«, 1). 

TV orden deze waarden gesubstitueerd, dan geeft de eerste: 

^^^j 1+.».. ^!z! ^ „V y/i+i^+^'^ ^ 

l-8ne.}jl-p Vp + f« 

dus ênu:=:z \/ ^^ , cif»f* = ? — ^; 

N.A,v.W.Dl.XIII. 12 
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hiermede gaan de beide andere over in 






i'v/^ 



Vi+i« Vp+f 

-(3(p+/x)-4(i+rt+i^)(i-p). 

80. XVII van § BI. 
Eren als in § 10 stellen we 

^ + l-U-l)y 

'= T+P • 

dan vinden we de daar gevondene differetitiaal vergelijkingen terug, 

— • g^ 
evenwel met verandering van a in — p-j; dus 

''i P 

Wordt -rT-r = «»«. dus A = , gesteld, dan gaan ze 

u^ + l 1— c»e 

2(l + c»6) 2c»g 

over in p = rz ttt"; \ "" ï • 

^ {l-cn6)(l + cnu) l-cns 



-i-^ö ./ _J!ZLJ — — (fii, ±dt\/ ^ =7- P*du. 

^ V «*r, l+c«0 '^ V r, l + ö»g 

Omdat =- = d u-]S{u) + ■— ^ ) , 

is, vinden we voor de bewegingsvergely kingen : 

j 1 — Cl|g.glttf 



y 



I — ziz tl, 

«*r, l + cnc 



(72) 
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V r, 8*»e.(l— cifg) l ^ ^^ ' // • 

, /l+c»A* 

+ I 7-; I snujnu + 

XL + cnu/ 

+ {UnU-^k'^(l+cnsy)(^^^-^^E{u))] . . (72) 

Voor u = ^K wordt p = <», < = c» en blijjfk d eindig. 

Bijgevolg zal het punt een baan beschrijyen, die met een hyper- 
boolyormigen tak naar het oneindige voert. 

81. XVI van § 51. 

We maken dezelfde onderstellingen als in 't vorige geval, even- 
wel met omkeering van het teeken van A, dus met onderlinge ver- 
wisseling van k en if. Dan gaan de differentiaalvergel^kingen (5) 
en (6) over in 

_ (^+l)y-(^^l) 
p — _ , 

1+y 



cnu. 



Met behulp van z^cne, en de volkomen differentialen in 

•^ + 1 

de vorige paragraaf gevonden, vinden we hier tot bewegingsverge- 
lijkingen : 



^ /2ar,'"* 1 — c»f 
ö 1/ ^ ' = f*, 



v/^= 



* f 



8««e.(l-c»«) \ ' ^ ^ ' ' 



(73) 



I 



Voor I* =1 g wordt p = O, zoodat het punt langs een spiraal met 
een eindig aantal windingen in het centrum zal komen. 

82. De uitkomst, bij de beweging onder de werking van de 
kracht ar^^+Jr"*^ gevonden, kunnen we op de volgende wijze 
samenvatten : 

12* 
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Voor d<0, dus als èr^^ een aantrekkende kracht Yoorstelt, zal 
de baan wezen èf een spiraal, die met een eindig aantal windingen 
naar het centrum gaat en in éen geval (§ 74) een asymptotischen 
binnencirkel heeft met oneindig veel windingen; hf een regelmatig 
gegolfde baan met den cirkel als bijzonder geval; of een baan, 
die zich tot in het oneindige uitstrekt en van hyperbolischen aard 
is , in zooverre ze een asymptoot bezit , die niet door 't centrum gaat, 
doch ook van parabolischen aard kan zijn , daar ze ook geen asymp- 
toot kan bezitten. 

Is echter hr'^ een afstootende kracht, dan is de baan of een 
regelmatig gegolfde lijn met cirkel als bijzonder geval; of ze is een 
kromme van hyperbolischen aard, die echter in een bijzonder geval 
ook van parabolischen aard kan zijn. Het punt zal nimmer in 't cen- 
trum komen. 



HOOFDSTUK VI. 
De kracht ar~* + 5r~*. 

83. De vergelijking /' = -^(;&r* -2«r'-«V, *r* -|Pr) = 0. 
Is h^O, dan stellen we ƒ onder de volgende gedaante : 

hr ^ 
ƒ= --7-p(p-l)*, waar 4/=p*+|?p + (if, 

Voor p=:+oo, +1, O, -1, - oo, 

is het teeken van ^: +, * — » 7, 1— 7 — :"-, +. 

We onderscheiden dus twee hoofdgevallen: 

A. f <0. * = (,-.)(Hv). 41 met -->-.+;>-.:'4Pr,-' >, 
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+ =(p+<r)»+r'. 1>^;^>1-2V?7 
fir i 

4.=(p-^)(p-v). *^riii>i+2v?; 
* = (p -t)' + tm< ^''-V < 1 + 2 v?r 

Voor -- — ^- kunnen we schrijven 1— ^— ö', zoodat de 

Toorwaarden 

, r-^— = 1-2 V7 overeenkomen met t— r = VF(2 - V?) 

en 

- — -rr= 1+ 2 V <7 overeenkomen met ■; ^ = — v <7(2+ \q). 

Hieruit blijkt, dat in de drie laatste waarden van 4^, h, dus ook 
|3, niet positief kunnen aangenomen worden; doch dat in de overige 
/3 zoowel positief als negatief genomen moet worden. 

Dit geeft de volgende acht gevallen: 



I. /=^p(p-l)(P'A*)(p + v), P<0, 

it«=l met «*r, = -(«r,*» +(3r,'*)> 
IL /'=^^p(l-p)(p-/t*)(p + v), /3>0, 

A* = l met «»r, = -(«r,-^ +/3r,-*), 

IIL/=^p(p-l)(p + ^)(p + v), P>0, J!-i;i-^>2V7-ï. 

IV. /=t:^p(p-l){(p+<r)»+TM. P>0, -?<^^<2V?-?. 

V. /-sï^^pa-pKp + i-Hp + v), p<o, J^ <,-2V^ 

VI. /=Z^p(1-pX(p+,)Ht'), P<o, 49>^^>?-2V7. 
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vn. /=i^p(i-pX(r-<r)*+T'). P<o. +ï<::|^<?+2V?; 

Yin. /-= i^* p(i-p)(p -,*)(p -v). p<o. -^ri_>5+2 V5: 

De gelykheidsfceekens gelden voor /x = v en <r = 0. 
Is A=:0, dus «*ri = — (2«r,-* + |(3r|-*), dan schrijven we 
/ onder de volgende gedaante 

Omdat ook hier p = 1 een wortel van J/ = O moet zijn , kun- 
nen we deze vergelijking ook schrijven als volgt: 

* = ('-)('-s^)- 

dit de voorwaarde «*r,>0 volgt verder, dat a en |3 niet beide 
tegelijkert^'d positief aangenomen mogen worden. Er zijn dus drie 
gevallen mogelijk: 

Et. /'=^p(i_p)(p+ziri;;). «>o. p<o. 

x./=rip.p(p_i)(p+_|^).«<o.p>o. 

-8«rr»>P»',-», «»r,>-(«r,-» + ^»'i-'). 
XI. /=Zipp(p-i)(p_=^).«<0. p<0. 

De overgang tusschen de bewegingen, voorgesteld door IX en X 

is de eenparig cirkelvormige, geldende voor + -^ — l^j- = 1. 

84. I van § 83. 

De bewegingsvergelijkingen voor dit geval volgen uit die, in § 53 
gevonden. 

Voor jt«<l moeten we in de daar gevonden formules v = 0, 
o- = V, J j3 = I Pr, stellen, zoodat we vinden 
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/»<ls 



■ l-*'«»*«> *._„i±Jl *'«_,W 



Wordt nu ii^ = A««fi*(M + .-r), dus Jj^- , /' ^,, » 

dan hebben we in (44) slechts « = Z te stellen, om de bewegings- 
vergelijkingen Yoor dit geval te verkrijgen: 

f«<l: 






— :; r^' 



\ 



^ V «Vj "'•c»(»j + tZ')*'* 
1 tJ -\^^r' _. V fl+l«10L±i£), . \ (74) 

^ V rj ~s«»*(M+tjr) i •(?«(M+tr) "^ 

tcw(M + tJfO f ênu.cnuJ»u \ 

-g>»»(fM+go+(H^>.VM + ig))^«HM-i>tg) n.,, , . ,r) 



Is u dus van O tot m aangegroeid, dan zijn p en ^ beiden onein- 
dig groot geworden, terwijl ö eindig blijft. 

Het punt beweegt zich dus in een baan, die een asymptoot heeft, 
niet door het centrum gericht. 

Voor /»>! stellen wij in de formules van § B3 ö-csO, en 
|j3 = }|3r|, waardoor de differentiaalvergelijkingen overgaan in 

_ cn^u _ A» + v w, _ v(a<~1) 

^ — 1-A«n»tt' ~A*(l+v)' ~A*(l + v)' 
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1 I V V 

Wordt nu - = **«n*)f, dus \/ r-T-= i — » ^*^ yinden 
/» V 1 + v dni^ 

de Tolgende bewegingsvergelijkingen: 



we 



cn^u 



^ 1— ife**«*M.*n»ii' 






*'<?»M f2^*«n*)j.cn*M+<?»*ii 



(;i»*)f 



+ 






(76) 



^*«nM.C»t}.(^»M 



Is tf aangegroeid tot K^ dan is p r= O geworden, terw^l d en ^ 
eindige waarden verkrijgen. 

Het punt zal dus in een spiraalvormige baan bewegen , en met 
oneindig groote snelheid in het centrum aankomen. 

86. II van § 82. 

Voor/x<l stellen we p = — '^ — ^ , A:*=v-^, k'^—iA-^, 

dan gaan de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) over in 

dn^u 









± 

± 



^ V «'Tj V f« + v 



' V ^1 V A* + v 



l — tt / ttV *' 

Stellen we nu — -— = — **««* »m, zoodat \/ -^ = — - is, 

/» + V V it« + V tf»t)J 

dan vinden we met behulp van (43) de volgende bewegingsvergem- 
kingen: 
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1—*' »n* »t|.«n' « * 



^ V « ''i cntvi 



•}(76) 



/ ., , . 8nu.cnu.dnu \ 



• — ■ ; — -. : , . 1 



n(«,M)|.. 



/ 



Hieruit blijkt, dat p afwisselend de waarden 1 en jx aanneemt. 
Het punt beschrijft dus een regelmatig gegolfde baan met maxi- 
mum en minimum voerstralen r^ en fir^. 



Voor /»>1 stellen we p = 



_v(f«--ll) _ A* + v 



dan gaan de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) over in: 

1 






1-^»««»(m+Z}.«»*« 






du 



als ^ = *» *«» (M + JST), dus ^ ==_—?—— 



M + JST)' 
gesteld worden. 



Met behulp van (43) vinden we nu voor de bewegingsvergelij- 
kingen : 

1 

^ — \^h''%n^{U^K).%n''u 






iV'-^"= 



»»(»•« + AT) 



f + Jf) 



frfit«(fn+.g)(-a»*(<»i+g)-l) 



) 



(77) 



-2«»'(iH+JC).rf««(»ij+i:) l «»»(«.( + «) 



+ 
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«n«.enu.dnu 









(77) 



«»(tM + iE).»C«(»M + üf).(?»(lM + X) 



Hier beweegt zich dus het punt als bij *t geval it«<l, doch is de 
afstand r^ een minimumafstand. 

86. m ran § 82. 

Ook dit geval wordt gemakkelijk behandeld met behulp van § 58, 
door ia de daar gemaakte onderstellingen /e*=:0, (r = jM>v en 

|P=|Pri te stellen. Wordt verder nog -^^ =**«»* (jj+ijp), 

f* 

dus yt, = ^ , x'/g') gesteld, dan worden de differentiaalverge- 
lijkingen: 



P = 



;&*; 



v(l + Ai) 



A*(l + v)' 



1 -*»«»»(«+ tr).««*«* 
We vinden dus tot bewegingsvergely kingen: 



p: 



%ri}^^%fi\u 



_j\du_ 

\ 






*'v/^= 



»n{y^J^xK') \-an,\yi\%K')J(y\en>{yi\xr)) \ f'^> 



h»-«')l 






« — 



(snu,cnu,dnu ^, A 

Is tt tot M aangegroeid, dan zijn p en < beide oneindig groot. 
Het punt beweegt zich dus voortdurend in een baan, die een asymp- 
toot heeft , welke niet door 't centrum is gericht. 

Voor fjt = v gelden ook deze vergelijkingen. Omdat dan * z= l 
is, gaan de elliptische functies over in lagere. 
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87. IV Tan § 82. 

Wanneer in § 67 /t« = wordt gesteld en tevens — Jj3 in ||3ri 
veranderd, dan vinden we de oplossing van dit geval. 

Stellen we verder ^i^^^ = c»(>f + 2Jr), dan zullen we tot diffe- 

rentiaalvergelijkingen van beweging vinden: 

1 — C»M 1 + Clftt 

p = — - — > 

2 onu^Cfifi 



V «^1 «»« ' -^ y n êfifi 

waar 

is. 

Met behulp van de reductie-formule (47) vinden we tot bewegings- 
vergelijkingen : 

1— cnM l + cnu 

2 cw«— cwm' 






tnvi 



(79) 



V rj 4idn^fi ll+cnjj c««— cnM 

Is « dus aangegroeid van O tot m, dan zijn p en ^ beide onein- 
dig groot; bijgevolg zal het punt zich voortdurend bewegen in een 
baan met een asymptoot , die niet door *t centrum is gericht. 

88. V van § 82. 

We steUen hier ,=l=^. *« = ^^;^,, A^* = e^ 

V 

dan gaan de differentiaalvergel^kingen (6J en (6) over in 

cn^u 

P- ~i > 

V 



V «»rj V 1 + f* 
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Stellen we ter inroering yan elliptische functies yoor de stand- 
yastige 

-=-*'«»*»if, dus \/ :r^ =:-—;-, 
V y 1+fA dntii 

dan yinden we door toepassing yan (43) yoor de bewegingsyergelij- 
kingen : 

c»* u \ 

p -— . 9 

1— A*«»*iM.«»*« 






iii—dn^ifl 



-«- 



) (80) 



^kUnUfi' — -. — -. j- +J?(u) + 

3 (?«*»)ƒ - (1 •\'Cn^ifi)dn^ivi , 
— isniyj.cniyi^dniii 



n («,»»}. 



/ 



Is » dus aangegroeid yan O tot K, dan is p afgenomen yan 1 
tot O, terwijl ^ en ö eindige waarden behouden. Het punt beweegt 
zich dus in een spiraalyormige baan met een eindig aantal windin- 
gen en komt met oneindig groote snelheid in het centrum aan. 

89. VI yan § 82. 

De vergelijkingen yoor dit geyal worden uit die yan IV § 87 
geyonden door het teeken yan ^j om te keeren, wat een yerwisse- 
ling yan ^ en ^ ten geyolge heeft. Verder moeten we dan, om 
de standvastigen in den yorm yan elliptische functies te yerkrijgen, 

^jAil = cn(ifi + 2ir) 

stellen, zoodat we in (79) slechts m in in hebben te yeranderen, 
om de bewegingsyergeKjkingen yoor dit geyal te yerkrijgen. 
Wij yinden: 

cw»M — 1 \\cnxh 



cntfi—cnu 



(81) 



. V «*r, êni 
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-1) 






V"-^= 



— — Ji 1 J M .« 



4iidn^i}i 



c»i)i + l cntvi^cnu ^ 



(81) 



+ STTT . , / {2%n(u,tfi)- 

2smvi,cntyi,dntfi\ 

. ,8nliyi'-u).(8niyi,dnu^êHU,dHifi\] 
-tcnm.l — . ■ \) — r-3 ; j-r- J ?• 

Wanneer u is aangegroeid tot 2 f, is p afgenomen tot O, terwijl 
d en ^ eindige waarden behouden. 

Het punt zal dus een spiraalyormige baan beschrijven met een 
eindig aantal windingen, en met oneindig groote snelheid in het 
centrum aankomen. 

90. VII van § 82. 

Wordt in *t voorgaande geval het teeken van ö* omgekeerd, of, 
wat hetzelfde is, in IV, § 87 de teekens van ff^ en 0*, dan vinden 
we de oplossing van dit geval. 

Daardoor vinden we vooreerst 

y, 14-cnti 

Nu is a, — flr- =0 met <r=z J, We stellen voor 
< < 

£t 1 + CWM 



q->l: ^' ^^ =cw»)i, waaruit volgt: — ^^ — 



t rolgt 


^1 _ 


CflM + 1 
Clttif— 1 




<?flM — 1 



^, -t^lltlj 
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Met behulp van formule (47) rinden we voor de bewegingsver- 
gelijkingen : 
(r> ^t ctiM + l l + ci»« 






2 



V «*r| 



cnifi + enu 

_ t(gnM + l) 
"" snivi 



«, 



t,/zMïïl-^J!^!!^U^ (82) 

(cni^'-l)(2dn^iü'\-cnifi ) / in{u,iyi) 
*' — 2M»fM.^»'M \ cnivi 



j J»(tt1 — gl).(tf»M*^»tf + J»U.<^»*)l )\\ 

«»(tj^ + «).(«»t)i.rfww— «n«.(?»»M)// 



<r<i: 



P = - 



(J«»M— 1 1 + C»» 



2 



cntff'-cnu 



V «*r| ««»M 

— (cnt>i+l)(2<?i»*t)i— ci»tM) / tn(«, iifj) 



(83) 



Voor ö" = T of ^i =^1 ^o'^* 

p = i(l+(?i»ti), 






waarvan de integraalvergelijkingen zijn 

p = \{l+cnu), 

,j3pZI=., 

V «*r, 



(84) 



«i«\\ 
d^))' 
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In ^k dezer gevallen wordt p = O voor u=züK, terwijl è en t 
eindige waarden blijven behouden. 

Het punt beschrijfl dus een spiraal met een eindig aantal win- 
dingen en komt met oneindig groote snelheid in het centrum aan. 

91. VIII van § 82. 

Hier moet, evenals in § 70, vooraf onderzodbt worden, hoe de 
wortels fc en y zich verhouden ten opzichte van de eenheid. 

Uit de waarde van J' =(p — f«)(p— v) in § 82 volgt: 

hieruit blijkt vooreerst, dat 

' >1, dus «<0 

— A^i 

moet zijn, of ook, met het oog op Ar,"* = «*ri + 2ar,"* + 
+|(3rl-*<0: -2arr*>«*ri+|(3rr*>0. 
Verder zullen we hebben: 

f*<l<v voor «Vi>-(ar,->+/3r,-*), 
fizzzl voor «*ri= — («r^-^ + Pri**), 
f«>v>l off«<v<l voor «*rj <— («^1"* + Prj-*). 

dus «*ri<-i(3arr* + /3rr*), 

— 2«r."* ^Jfir,-* 

voor f«> v> 1 moet — r — V" > 8 en — \ , > 1 , 
— «rj~* — Afj"' 

dus «*ri>-|(3ari-* + /3ri-*) 
zijn. 

Nu zal «'r,, kleiner dan — (arj** + (3r,"*) z^nde, zeker klei- 
ner zqn dan — J^(3ari-* +^ri-*), als -(«ri-'+(3ri"*) < — 
— |(3ar,** + (3r^*), dus als (3ri~*>ar|~*, en w^r^ zal zeker 
grooter zijn dan — yI^^**!"' +P'*i~*) ^s /Brj""* <ar|"*. 

We vinden dus de volgende bijjzondere gevallen: 



Voor /M<v<l moet -— ^ — '-j- <3 en -^i^— ï-<^' 



f m 



0<-^r,-»<-«r,-», 
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C. / = ::^p(l-p)(^«p)(v-p). «'r.<-(«r,-»+/3^.-*), 

-/3r,-»>-«r,->>0. 

B^* B en C moeten nog de gevallen /cc =i v in aanmerking geno- 
men worden. 

92. A van § 91. 

Ten einde de bewegingsvergelijkingen te verkregen, hebben we 
slechts in de overeenkomstige gevallen van § 70 fc = O te stellen. 

In het geval A stellen we dan 

dn^u ,, V— l 

v-1 V-f**^ 

1— sn^u 



V-1 

Wordt ook hier -— = ^*«i»*(iH + Jf) gesteld, zoodat 

V f* 






en y : 



is. zoo vinden we uit de formules (60) of met behulp van (43): 



dn^ u \ 



'l'-kUn^(ifi+K)8n'u 






Voor «i»u = O wordt p = 1, voor «»* t* =r 1 wordt p = v. 
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Het punt beschrijft dus een regelmatig gegolfde baan met maxi- 
mum en minimum Yoerstralen vr^ en r^. De hoek tusschen elk 
opvolgend paar maximum en minimum yoerstralen is standvastig, 
en wordt in een standvastigen tijd beschreven door den voerstraal. 

93. B van § 91. 

Hier stellen we 

. . 1-v V l-f« v(l-f«) 

"*" V ^ 

dan gaan de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) over in: 

1 



Door nu 



l-y 



p 


"Hlf- 


«» 


H 


, / 


l-i&rr' 


J 


V 


«»r. 


V 


\l 


^-h&rr' 


J 



=: — A:'««'»)j, dus 






V V l — At «»»»J 

te stellen, vinden we voor de bewegingsvergelijkingen: 

1 



P = 



1 — A:^«M*i)l.««*M* 



^ V w-r, «»»)l 

* V r, 2icn^iyiJn^iyi\ — »»'»m 



} (86) 



'. / .. *. 8nu,cnu,dnu , „, x\ , 

+ -*««i»*»)i.i — n — r^ — r" + ^(« + 



n(«,»>f)}. I 



Voor ««w = O is p = 1 , voor «»» w = 1 is p = v, bijgevolg 
beweegt zich het punt als in 't vorige geval, met dit onderscheid 
alleen, dat nu het punt bij 't begin een maximum afstand tot het 
centrum heeft. 

N. A. V. W. Dl. xm- 1^ 



1«6 



94. C vw § 91. 

Nemen we aan, dajt v>/it>l is, dan stellen we 

v(i— 1) 



P = 



1-y 
i-iy 



. *» = 



p(v-l) 



, ft'» = 



Mv-1)* 



waardoor de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) overgaan in 



1 8n^u 



Stellen we nu nog 

i =*',«»(•'< + Jf). ^dat \/,4T=rf»(,-,+ if) 

wordt, dan vinden we voor de vergelijkingen van beweging: 

cn*u 

' ~~ 1 - A« ««» (t» + JE).««* « ' 

\ V T ^ ênu.cnuJnu ) 

■*" in(tif+z).»(j»(i)i+ir).(?»(M+/r) ^ ' ^i . 

Omdat voor u = AT, p =: O wordt en d en ^ eindige waarden 
behouden, blijkt dus, dat het punt een spiraalvormige baan zal be- 
schnjyen met een eindig aantal windingen en met oneindig groote 
snelheid in het centrum zal aankomen. 



(87) 
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96. Stellen in het geval B fc =: v, dan moet in (86) k=zl 
genomen worden, waardoor de elliptische functies in lagere overgaan. 

Omdat c«(«, 1) = — y — ;rt = -7; — :" > 

dus Tg*{u, l)z=z-JSinUu = { ^''^f^ Y 

1 — p 
18, en uit de eerste van (86) volgt Tff^ («, 1) = v -9 

.■ , Vv(1-p)+Vp(Ï^) 
zoo Tinden we « = Z Ji ' "^^ : . 

Vp-v 

Door deze waarden worden (86): 

^\/''^'^^'^=^{\/7ö^)^a+ (88) 

+ gy' ^\/^^'p)+Vp(ï^ y 

Vv(l-v) Vp-v / 

Stellen we in (87) f« = v dus k = O, dan vinden we op soort- 
gelijke wijjze 



(89) 



Uit (88) blijkt, dat het punt een spiraalvormige baan beschrijft 
met asymptotischen binnencirkel* 

Volgens (89) beschrijft het punt een spiraalvormige baan met een 
eindig aantal windingen, en komt het met oneindig groote snelheid 
in het centrum. 

96. IX van $ 83. 

Wij stellen p = ci»*«, k* = ,«-- — , 

— flr -♦ 

18* 
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dan worden de differentiaalrergelijkingen (5) en (6): 



V «-r, V ^1 

Deze geïntegreerd geren de rolgende bewegingsrergelij kingen : 



p = cn^u, 



T^ \/ — i = *W> 



(90) 



bij welker afleiding is gebruik gemaakt van de formule 

^k^cn'^vdu z=, dènuxnudnu ^ k*^ dU'Y^{k^ —k'^)cn'^udu, 

welke gemakkelijk geronden wordt door snu,cnü,d»u ten opzichte 
van u te differentieeren. 

Voor uz=.K wordt p = O, terwijl ö en ^ eindige waarden be- 
houden. 

Het punt zal dus een spiraalvormige baan beschrijven met een 
eindig aantal windingen, en met oneindig groote snelheid in het 
centrum aankomen. 

91. X van § 83. 

Hier stellen we p =. — r— , A:* •= =-^- — , 
Nu geven de differentiaalvergely kingen (5) en (6): 



_L 1 jt /-2«^i"* du , ,, / 



Door gebruik te maken van de formule 

c»*« en'» ^ 'cn*w 

welke gevonden wordt door '- — te differentieeren, dan vinden 

we voor de bewegingsvergelijkingen: 



169 



-2(3*'-*'») C*-!?^^ -^(«)) +(2*'»-5*')*'««|. 



(91) 



Is tl yan O tot iT aangegroeid , dan zijn p = oo en ^ = oq on- 
eindig groot geworden, terwijl fl eindig blijft. 

Het punt beweegt dus in een baan met een asymptoot, die door 
't centrum gaat. 

98. XI van § 83. 



Voor u, = 



stellen we 



~Pr. 



—Sar. 



— <1, dus «»r,>-(ari-> + /3ri-*), 



dan geven de differentiaalvergelijkingen (5) en (6): 



i"^J^'r="- ±U'\/^^=>'-- 



Merken we op, dat 

dn^u ... *'» 
c 



lül«=*, + i^, dus p«.« = f**+^' + ^il) 



du 
du 



is, zoo kunnen we met behulp van de reductie-formule voor — 7—, 
in de vorige paragraaf gevonden, in plaats van p'^du schrgven; 

%p^du = kUU^^k'^)du^2k'^^^-k'^d''^^^^ 

zoodat we nu voor de bewegingsvergelijkingen vinden: 

dn^u 






cn^u 



|fl\/ - — r-^ — = ^> 



(92) 



anuJnu , snu.dnu „, A I 



2cn^u 



cnu 
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Is u YttR tot K aangegroeid, dan zullen zoowel p als ^ onein- 
dig groot geworden zijn. 

Het punt beweegt zich dus voortdurend ran het centrum af in 
een baan met een asymptoot , die door 't centrum gaat. 

99. Voor f*>l, dus «Vj <-(ar|-» + pri-*), stellen we 



P = 



cn^u 



;n^' ** = -> 



waardoor de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) overgaan in 
V »^fi V ^i 



Omdat nu 



1 *'« 
P=I7- 



du 



*'* dn 



du 



.* ^ *— > d^S P*^W = 77- — 277 -r-r- +*'* T-r 



is, zoo kunnen we met behulp van de reductie-formule, in § 77 

du 
voor T—^ — gevonden, de uitdrukking voor p^ du ais volgt schrijven: 



dn^u 



cnu 



zoodat we nu de bewegingsvergelijjkingen onder de volgende gedaante 
kunnen brengen: 



f = 



cn^u 
dH^u 



\ 



(93) 



-Kf— '•■)C-^--*<">)-'"""^"!- 

Voor u =zK wordt p = O, terwijl d en ^ eindige waarden blijven 
behouden. 

Het punt beweegt zich dus in een spiraalvormige baan met een 
eindig aantal windingen en komt met oneindig groote snelheid in 
het centrum aan. 

De overgang van de beweging vopr f« < 1 tot die voor jm > 1 
wordt gevormd door de cirkelvormige voor fA ==.1, 
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100. De beweging onder de werking yan de kracht ar~* + ir"* 
is geheel gelyksoortig , wat den vorm der banen betreft, met die 
onder de werking ran de kracht ar"*+3r"^; de uitkomsten, in 
§ 82 saamgevat, zijn hier woordel^'k van toepassing. 



HOOFDSTUK VII. 

Db kracht ar-* -{^br'^, . 

101. De vergeUjking ƒ = Ar* -2«r-(P + «* r,*) = 0. 
Daar r, een wortel van deze rergelijking is, kannen we haar op 
de volgende wijze voorstellen: 

/=Ar,*(p~l)(p-f*), 

2ar,-» _ «V,+^r^-' 
waann u = -■ — ^—^ — 1 = ^ 

is. De verschillende vormen, die ƒ kan aannemen, hangen af van 
de onderstellingen , die men omtrent h kan doen , namelijk A = 0. 
We vinden voor A>0 of 
«*ri + 2ar|->+|3ri-*>0: 
I. f=hr,*{l-p){f,^p), «>r. <-(«rr* + /3^r»), 

0<arj-*<-/3rr*, 
II. fz^hr.^l-py , u*r,=-{xrr' + firr'). 

III. / = Ari*(p-l)(p-Ac), «Vi>-.(«r.-* + |3rr'), 

a>0, |3<0 

IV. ^=Ar,np-l)P , «*^>^(«r.-^+/3ri-»), 

V. /=Ar»»(p-.l)(p + /^), «»r»>-(arr'+^r,-»), 

a^O met f^^l. 
Voor «*r,+2«rj-»+pr,-»<0: 

VI. /=.-Ar,»(p-l)(/t*-p), «*r,>-(;cr,-^+P'-i-0> «<0. 

VII. /• = -Ari*(p-l)(l-p), «V.=-(«/T'+/3r»-»), a<0, 

VIII. /• = -Arj»(l-p)(p-Ac), «»r, < -(«r.-V-h^r»-'), «<0, 

IX. /^=-A^«(l-p)p , «»ri<-(«/-i-*+prr*), «<0, 
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«^0 met f*^l. 
Voor «*r, +2ari-* + /3ri-3 =0. 

XI. / = -2«r,(p-l) , «*r,>-(«ri-» + (3r,-»), «<0, 

XIL f = + 2ar.(l-p) , ««r^ <- (ar, "^ + /3r, -»),«> 0. 

Verder is t?* == 2 C^ + A = A-(2«r-' + pr"»), 
zoodat » = oo is voor r = O , en v* =. k voor r = oo. 
102. I van § 101. 
De differentiaalvergelijkingen (5) en (6) gaan, met het oog op 



j^^^-.^ ^'r.^firr' ^ 



!«r, 



-i 



A* f* + l 



, over in 






PV(l-p)(l"-f) 



^«T' ./—TT f^f 



±^i^'^=^j7ri 



V(i-p){f«-p) 

Deze, geintegreerd , geven de volgende bewegingsvergelijkingen: 

Het punt zal dus een logarithmisch-spiraalvormige baan beschrij- 
ven en met oneindig groote snelheid in het centnim aankomen. 

103. II van § 101 geeft een cirkelvormige beweging. 

III van § 101 geeft dezelfde bewegingsvergelijkingen als I, die 
we evenwel nu op de volgende wijze moeten schrijven : 



V(l-iE*)p ' / 

Het punt beweegt zich dus in een hyperboolvormige baan. 



(96) 
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104. IV yan § 101. 

Aangezien hier de differentiaalyergelijkingen van beweging zijn 

V «v, 2pVp(p-i) y *■> V(f-l)f 

zoo vinden we voor de bewegingavergel^kingen: 



^W-^Fr = v-r' 



*\J^-^~-= >/p(p-l) + i(Vp+Vp-l). 

Ook hier beweegt zich het pant in een hyperboolvormige baan. 

106, V van § 101. 

Be differentiaalvergelijkingen (5) en (6) worden hier 



V «'r, pv(p-l)(f + i«) 

±dt\ '— — \J\-ii * ' -, 

V r, V(f-l)(p-A«) 

De bewegingsvergelijkingen zijn dus: 



voor 



(97) 



, J^= Vi^ {(i_,),. Vi±f±l^+ 

+ V(P-1)(P + ;*)}• 
Voor^>l: .«^êll_'=5^^^^^tZi. 

+ V(p-i)(p+i«)}- I 

De beweging heeft dus plaats in een hyperboolvormige baan. 
Opmerking. De vergelijking van de baan kan op de volgende 
wijze geschreven worden: 



(98) 
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waar 
is. 





2/» 


2^ 


ft-l V «Vj 


,»-l- 


-«r,-» f* + l ««r.+tfr.-' + P»-.-» 



Nu geldt deze beweging ook voor =± 0. In dit geyal is de baan 



p= ; =• , dus voor «<o die tak van een 

1+ ï 5r — ^<^*ö 

hyperbool, waat binnen het centrum is gelögeii, van a> O 
de tak, welke het centrum niet omgeeft. 

Wordt nu in de vergelijking van de baan, beschreven onder de 
werking van arj"*, u^r\ vervangen door «*ri+/3r,~', en d door 

fl \/ 1 + — -= — , dan geeft ze de vergelijking van de baan onder 

de werking van «/•i7* + P^i"'. Maar diezelfde veranderingen van 
M^r, en 6 zullen ook tot stand komen, als we onderstellen, dat de 
baan, beschreven onder de werking van arj"* alleen, in haar vlak 
om het centrum wordt gewenteld, met een hoeksnelheid , die ieder 

oogenblik gelijk is aan ( y 1 + -^ ^)^ ^® hoeksnelheid 

den voerstraal in die baan. 

Be beweging van het punt onder de werking van ari~* + |3r,"* 
kunnen' we dus hier opvatten als de gestoorde beweging onder de 
werking van ar,""*. De hyperbolische tak, waarin het punt onder 
den invloed van arj"* beweegt, wordt voor (3 <0 in tegengestel- 
den, voor /3>0 in gelijken zin als de voerstraal om het centrum 
gedraaid met een hoeksnelheid, ieder oogenblik gelijk aan de hoek- 
snelheid van den voerstraal, vermenigvuldigd met de volstrekte waarde 



van 



van 



V'^ï^ 



-1. 



106. VI van § 101. 

Hier vinden we (94) voor bewegingsvergelijkingen, doch omdat 

nu p>l is, •'luUen we ze, met inachtneming van ^il l _ . , j =^ 
zn—BgTg - ^ schrijven : 



175 



nv/^+ïv^--^^v^^;- 



V(p-1)(a«-p)}- 



(99) 



De baan is dns een regelmatig gegolfde kromme» met minimum 
en maximum roerstralen r| en /c«r|, die paarsgewijze eeh hoek 

1 + — .-! — met elkaar vormen, welke door den voerstraal 



beschreven wordt in den tijd |(/t« + 1)t ( - ^ ' I t» 

Opictbking. De baan kan ook onder de volgende gedaante 
geschreven worden: 

i^ + l 



/»+l V «*r, 



waar — — - = — — ^^ — TT = 1 • 

Aangezien 'ook hier de beweging voor /3 = O geldt, kunnen we , 
als in de vorige §, de beweging van het punt als een gestoorde 
van die onder de werking van — «r,~» beschouwen. 

De ellips, onder den invloed van ^otr^"^ door het punt be- 
schreven, wordt in haar vlak om het centrum gewenteld, in den 
zin van de beweging des voerstraals, met een hoeksnelheid , gel^'k 

/ ', Q^ -i \ 

aan die van den voerstraal, vermenigvuldigd met ( \/ 1 + ^-^ ^ )» 

bijgevolg voor ^>0 in den zin, voor ^<0 tegen den zin van 
den voerstraal. 

107. VII van § 101. 

In dit geval is de beweging eenparig en cirkelvormig. 

Vm van § 101. 

Hier vinden we (95) als bewegingsvergelijkingen terug; omdat 
echter hier p — 1 < O is , moeten wij ze onder de volgende gedaante 
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^^^ + ■^7 = ^^^^"^-/ 



V(i-f)(f -/»))• 



(100) 



Het punt beweegt zich als in 't vorige geval. Alleen is hier het 
punt by 't begin der beweging in het apocentrum van de ellips, 
terwijl het daar in het pericentrum was. 

108. IK van § 101. 

De bewegingsvergelijkingen voor dit geval worden gegeven door 
(96), die we nu schrijven als volgt: 



— Ti ' / } (101) 

Het punt beweegt zich in een logarithmisch-spiraalvormige baan 
en komt met oneindig groote snelheid in het centrum. 

109. X van § 101. 

Hier moeten we (97) en (98) tot bewegingsvergelijkingen terug 
vinden, die we, daar p— 1<0 is, aldus schrijven: 






(102) 



i V -^—— ^^1 { V(l-P)(f + A«)+ } (103) 

V f+fil 
In beide gevallen beschrijft das het punt een logarithmisot 
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spiraalvormige baan, en komt het met oneindig groote snelheid in 
het centrum aan. 

De diflFerentiaalyergelijkingen (6) en (6) gaan hier over in 



Hiervan zqn de int^raalreigeliükingeii *• 



— 2«r,"* fdp 



Vp-1 






(104) 



Het punt beschrijft dus een zich tot in het oneindige uitstrekkende 
baan, die echter geen asymptoot heeft. 

Opmerking. Omdat de baan onder de rolgende gedaante kan 
geschreven worden: 






1 + Cb* d 



v/'+!S- 



zoo zien we, dat hier de beweging als een gestoorde ran die onder 
de werking van de kracht — «r,~* alleen kan opgevat worden. 
De parabool, die onder de werking van — «r~* beschreven wordt, 

draait met een hoeksnelheid z^i\l 14.— JL 1 J x de hoek- 

snelheid van de voerstraal om het centrum. 

111. XII van § 101. 

Hier zijn de vergelijkingen van beweging dezelfde als die in de 
vorige §. Omdat echter p — 1 <0 is, schrijven wij ze als volgt t 



^l+V^l..p 






^' ' (106) 



t' 

Het punt beschrq'ft een logarithmisch-spiraalrormige baan en komt 
met oneindig groote snelheid in het centrum aan. 

113. De uitkomsten van het onderzoek naar de beweging onder 
de werking ran de kracht ar~*-|-ir~* kunnen we aldus samen- 
vatten. 
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Waar de voorwaardem, waaronder de beweging b^' 't begin plaats 
grijpt, toelaten, dat |3 = gesteld wordt, zal de beweging beschouwd 
kunnen worden als een gestoorde van die,, welke ouder de werking 
van ar~* alleen tot stand komt. 

Kan P niet gelijk nul gestsld worden, dan is de baan of een 
logarithmisch-spiraalrormige kromme of een tot in 't oneindige zich 
uitstrekkende baan met of zonder aeQrmptQQt« 



HOOFDSTUK Vni. 
De miACHT ar^^-^br, 

118. De vergelqking ƒ = Pr*+*''*-2«r-«*r|* = 0. 
Wig schrijren het eerste lid dezer vergelijking als volgt: 

Voor p =+00, +1 , O, -],-oo, 

heeft * + , '^~i — ^^» ^* ""fl» "" tot teeken. 

Wig moeten dus twee hoofdgevallen onderscheiden: 

A. p<0, + = (p-^)0, = p*+i?p + 5f, 

/*=1 met «»ri=-(«fi-* + /3r,), 

B. ^>0, J^ = (p + A*)0, A*=l met « =0. 
In 't geval onder A genoemd is 

waaruit volgt: 

-Pr,—'* 1+^' -Pr, • 



2tfr."* 

Eoodat met (3<0 gepaard gaat — -^ <f«(l + f*). 

De wortels van (p =zO zign 
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ongelijk en < O > 

gelijken <0 yoor p*=.4iqi 

imaginair < 

bijgevolg hebben we de volgende bijzondere gevallen : 

I. / = -pr,*(l-p)(p-|t.)(p + v)(p+V), (3<0, .^!a^<|^(1+^), 

II. /=-pr,*(l-p)(p-^)(p + v)« , p<0, ?^"-!<|^(l+^), 

l=|,.(l+^)S 



«»r 






III. /=-pr,«(l-f)(p-f.)((p+<r)»+T»). P<0. _^<|^(1+^), 



a*r 



z:^>iMi+.)«. 



In elk dezer gevallen is jt«==:l met «^r^ = — («^rj"* +/3f i). 
In 't geval onder B vermeld is 

moet z^n. Dit geeft: 



-«T*^ , / ix w. , . .V . «'r 



In elk dezer gevallen Inmnen de wortels van (p.^=. O bestaanbaar 
én imaginair zqn, zoodat we de volgende bqzond^e gevallen moeten 
onderscheiden: 

IV. /=pr,«(p-l)(p + /»)(p+v)(p + ^). 0>O, «>0. fc<l. 
V. /'=pr,«(p-l)(p+^)(p + v)» , p>0, «>0, /*<1. 
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VI. /=^r,'(p-l)(p+A«)((p + «r)' + T'). ^>0, «>0, /»<1. 

VII. /=pr,*(p-l)(p4f«)(f-v)(p-^), ^>0, «<0, /u>l, 

VIII. /'=pr,»(p-l)(f + ,«)(,->)» .^>0, «<0,/»>l. 

IX. /'=p.'(p-l)(p + ^)({p-<r)HT'),>>0.«<0, /»>!, 



i->i^(|t.-l), •L^>|(^-1)». 



(3r, -^'^^•^ " Pr, 

Verder is t>* =l 2 CT+A z= A— 2ar"' 4-*^* 9 dus » = oo roor 

r = 00. 

114. De gevallen I, II en III komen geheel overeen met de 
overeenkomstige gevallen van Hoofdstuk IV, § 36, zoodat de daar 
gevonden bewegingsvergelijkingen (27) tot en met (30) onveranderd 
kunnen toegepast worden. 

Het punt beschrijft een regelmatig gegolfde baan met regelmatig 
opvolgende maximum en minimum voerstralen. Voor /t* = 1 of 
«*r, =— («r,"^ +(3''i) is de beweging eenparig en cirkelvormig. 

116. De gevallen IV — IX komen nagenoeg geheel overeen met 
de overeenkomstige gevallen van § 36. 

Het geval IV komt overeen met VII § 36, behandeld in § 45. 

Omdat hier fAVff = — — , dus vo-<:|(l— jt«)* is, en de wortels v 

en o- beiden of kleiner of grooter dan de eenheid moeten zijn, zoo 
zijn ze hier beiden kleiner dan de eenheid. Hier is dus fc<l, 
v<l, ö-<l, en niet, zooals in § 45, jt*>l, v>l, ö'>1. De 
substituties zijn echter dezelfde. We vinden dus hier de vergelijkin- 
gen (37) onveranderd terug, zoodat het punt een baan beschrijft, 
welke een asymptoot bezit, die door 't centrum gaat. 

116. Het geval V komt overeen met VIII § 36, behandeld ia 

§ 46. Omdat fiv^ ==^"S — * ^"® 4v*=i (1—jt*)* is, zoo zal fi=i\ 
zijjn met v = |. 

De formules (38), (39) en (40) gaan hier over in 
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V(3-,»)(p + f«)+V(l-3^)(f-l) 



\tyjp = i 



^)(l-3^) ^ V(l+/»)(2p + l-F) 

VT+7 



► (106) 



1-/» ^ V(3-f«)(l.-3Ac)+V(l-8At)(p-l ). 

V(8-A.)(l-8^) V'(i + /»)(3P + 1-A«) 

~r^ ../TH" 



f« = i: 



^« = ^W3-7Ti-lv/8Tri' 






(107) 



l>^>j: .« = 5^2>^y-p^- 



-V (3-.)(V8.) ^^^^\/Tf 



— • — — j 



^,Vp = ^^^^tii±ipi- 



^ (108) 



Vl+A* 






V(3-ft)(l-3^) 



/ 



Het punt beweegt zich in eeu hyperboolvormige baan, met asymp- 
toot, die door het centrum is gericht. 

117. Het geval VI komt overeen met VI §36, behandeld in 
§ 44. We hebbeiU echter het teeken van ff om te keeren. Daardoor 
wordt 






l-^+(l + ^)y 



.fft 



9% 
Uit de waarde van J/ in § 113 volgt 






N. A. v. W. Dl. Xni, 



14 
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dus is ^,»-yy« = (l + ^)(8<r + l-/K)=2(l-A«*)>0. of ^>1, 

en 

y,»_^,V'=(l+f*)(('*+T*)(l-f«)-2/»<r) = 2^(l-f«*X»*+'-'-A«); 

^ ^ w* r ^ 

derhalve 1— ^f« = met ö-* + T*==/t« of -5 — ^ =:f«*. 
< < P^i < 

Nu zal ^-^ > /x* zijn, als ft» <|f«(l-f*)* of f«<3~2V2 is, 

eu V--^<A** voor it*> 3-2 V27 

pr, 

Wordt dus li±^ = *«,n^(. + ir) eu lz^= *i?i? 
gesteld, dau gaan de vergelijkingen (86) hier over in 

^n(«,É + .-Z'), 
6=~^^*cnt>.«+^^r^^*c«M.^W»n(«,M), 1,(109) 



l-ft l+f* 



(f{2?^2i^(tof)f.^)T»n(«,<)f)} 



p) 2/E« 2fAkcnifi du 

waarin het bovenste teeken moet genomen worden voor 1— ^/c«> O 

of -^ — >/»*, het onderste voor -r — ^<f«*; terwijl de termen 

«* 1*1 
met het dubbele teeken vervallen voor - — - =:a*. 

(3r, 

Uit deze vergelijkingen blijkt, dat het punt zich in een baan 
beweegt, die een asymptoot heeft, welke door het centrum is gericht. 

118. Het geval VII komt overeen met IV § 86, behandeld in 
{ 40 en vervolgens. Uit de waarde van 4/ in § 118 volgt, dat 

V + ö" =/l* — 1 

is; en uit de voorwaarden, waaronder de beweging in dit geval 
plaats heeft, volgt 

derhalve kan *■ ^ zoowel positief als negatief zqn. 
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Is die uitdrukking negatief, dan moet v<1<ö' zijn; is ze positief, 
dan moet v<ö'<1 zyn met a*<3, en ö'> v> 1 met f«>8; is ze 
gelijk nul, dan moet v = 1 zijn. 

We moeten dus drie getallen onderscheiden: 

VHA. /=pr,*(p-l)(p-v)(p-^)(p + A*). «V,>-(«rr* + P''i), 

l<f*<3, 
VIIB. /=:pr/(p-l)Cv-p)((r-p)(p+/x), «V, >-(«rr* + Pr,). 

VII C. /^=l3r,*(l-.p)(p-v)(^-p)(p + /u), «V,<-(«rr*+Pr.), 

De overgang tusschen B en O wordt gerormd door de eenparig 
cirkelvormige beweging, die geldt voor «lr, = -(«r,-* + (3r,), v=l. 

VHA komt geheel overeen met IV A § 40, zoodat ook hier de 
vergelijkingen (81) gelden. Het punt beweegt zich dus in een baan 
met asymptoot, die door 't centrum is gericht. 

VIIB en VII C komen overeen met IV B en IV C van § 41 en 
§ 42, zoodat de vergelijkingen (82) en (88) gelden, en het punt dus 
een regelmatig gegolfde lijn beschrijft, die voor «^fj =— («r,~*+|3ri) 
een cirkel wordt. 

119. VITI komt overeen met V § 36, behandeld in § 48, zoodat 
ook hier de vergelqkingen (34) voor jt4<8 en (85) voor /t*>8 
gelden. 

Voor /t«>8 beweegt zich het punt in een baan met een asymp- 
toot, die door 't centrum is gericht; voor /e«<3 in een spiraal met 
asymptotischen binnencirkel. Voor /k = 8 is de beweging eenparig 
cirkelvormig. 

120. IX. Dit geval komt geheel overeen met VI § 36, behandeld 
itt § 44, zoodat ook hier de vergelijkingen (86) de beweging aan- 
geven. Het punt beweegt zich in een baan, die een door het cen- 
trum gerichte asymptoot heeft. 
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DE FIGUREN VAN LISSAJOÜS, 



DR. B. EKAHA. 



HOOFDSTUK I. 

ANALYTISCHE BESCHOUWINGEN. 

LissAJOUS ') heeft reeds, toen hij de naar hem genoemde figuren 
beschreef, eenige analytische beschouwingen gegeyen, die evenwel zeer 
onvolledig zijn. Na hem schijnt over dit onderwerp weinig of 
niets geschreven te zijn, totdat in 1884 aan de universiteit te 
Göttingen een dissertatie van A. Himstedt verscheen, getiteld: 
„über LissAJOüs'acAe OurverC\ In deze wordt nog vermeld een 
dissertatie van Wilhelm Beaün, getiteld: „Dt^ Sinffularitaten der 
ItissiLJOVs'scken Stimmgahelcurven^\ Daar deze aanwijzing zeer onvol- 
ledig is, is het mij niet mogen gelukken, die dissertatie in handen 
te krijgen. 

Himstedt beschouwt, evenals Lissajous, slechts het geval, dat 
de beide trillingsrichtingen loodrecht op elkander staan; ik heb ge- 
tracht deze figuren zoo algemeen mogelijk te behandelen, door aan 
te nemen, dat de beide richtingen een hoek m met elkander maken, 
zoodat wijj door «=i90° of « = 0® te stellen, de formules van 
Lissajous en van Himstedt zullen krijgen. 

Laten de amplitudines der beide bewegingen a en 5 zijn, en onder- 
stellen wij, dat in den tyd, waarin de eene beweging n trillingen 
volbrengt de ander er m maakt, terwijl deze tijd zoo klein genomen 
wordt, dat n &cl m geheele onderling ondeelbare getallen z\jn. 



>) Jnnales de Chemie et de Fhynque, JII»*^ Série, 2\ Li, page 147. 
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Nemen wij de beide trillingsrichtingen als coördinatenassen aan, 
dan hebben wij een scheef hoekig coördinatenstelsel, waarbij de hoek 
tusschen de beide assen a is. 

Het tijdstip , van hetwelk wij den tijd afrekenen , kunnen wij wil- 
lekeurig kiezen; stellen wij, dat op dit oogenblik het punt zich op 
de JTj-as bevindt, dan zijn na eenigen tijd t de coördinaten van het 
punt : 

x^zzzaSin^TT^ en y. =bSin2^ (^-^+^^ . . . . (1) 

Hierin stelt p den weg voor, dien het punt reeds in de richting 
der Zj-as bij het begin der tijdrekening afgelegd had; dus is p het 
phaseverschil der beide bewegingen. Verder is T de trillingstijd en 
A de golflengte der beweging langs de Xi-as; en T en A' de orer- 
eenkomstige grootheden langs de Fj-as. Door eliminatie van t vin- 
den wij de baan van het pnnt. 

Voor wij hiertoe overgaan, zullen wij de vergelijkingen (1) in 
een anderen vorm brengen. 

Wij weten dat nT = mT* en nX=zmX' 

t m ( t p\ 

dus Xé:=:aSin^7r- en y, = ó/S'wa^r -(■--+- • 

T n \T X) 

Stel T ~ =- »d en 29r— - = J/, dan wordt: 

X, =zaSin2n^ en y^ = 5iS'w(2wö + J/) (2) 

Hieruit moet d geëlimineerd worden. 

2n "^ a 
dus y = 5-Sï» (- %5^m?i + 4/> (3) 

Dit is de algemeene vergelijking der figuren van Lissajoüs op 
het boven aangegevene scheefhoekige coördinatenstelsel. Voorloopig 
zullen wij evenwel de formules (2) gebruiken. 

De kromme lijn zal door den oorsprong gaan voor a; , = O en 
y , = O , dus voor 

2»d=:^T en 2mh -{ ^ :=.l7r. 

Door eliminatie van d vinden wij 
n 
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en 






k en P) zijn geheele getallen ; l kan alle waarden tusschen m en I 
en k alle van » tot 1 hebben. Is toch l grooter dan m, dan be- 
draagt het phaseverschil een zeker aantal golflengten vermeerderd 
met een deel van een golflengte; zoodat wij toch dezelfde lijn ver- 
krijgen, als wanneer het phaseverschil gelijk was aan dat deel der 
golflengte, k zou n waarden kunnen hebben, doch uit de formule 
blijkt , dat wij slechts verschillende phase verschillen voor k =zO en 
^ = 1 zullen vinden. In het geheel zullen er dus 2 m phasever- 
schillen mogelijk zijn , bij welke de kromme 1^'n door den oorsprong 
gaat. De teller kan alle geheele getallen van 1 tot 2 m voorstellen, 

j4 tn. Ti 

dus moet pz=. —- x z^n, of daar A = - A', moet j? = — A', 
2» n 2fi 

waarin B alle waarden van 1 tot 2;» voorstelt. De kromme lijn 

zal dus altijd door den oorsprong gaan bij een phaseverschil gelijk 

O of gelijk |A of \X\ 

Uit de vormen (2) volgt, dat x^ nooit grooter dan a en nooit 
kleiner dan — a zal zijn; eveneens dat y, niet grooter dan h en 
niet kleiner dan — h zal wezen. De geheele kromme lijn zal dus 
in een parallelogram ingesloten zijn, waarvan de zijden gelijk 2 a en 
2ó z^'n en de hoek gelijk u is. Wij zullen nu onderzoeken, b^' 
welke phaseverschillen de kromme lijn door de hoekpunten van dit 
parallelogram gaat. Kortheidshalve wordt het hoekpunt waar o;, =a 
en yi = ^ is P; waar x^ = — a en y, =i is Q; waar 05, == — a 
en j/j = — ó is R; en waar oJj = + a en yj = — h is S genoemd. 

Zal de lijn door P gaan, dan moet 

r~ 4 ^^ nT'^nX~ 4 



z^'n, waarin k en l weder geheele getallen zijn; 
derhalve 



«A 4 » 4 






A'. 



1) Meermalen zal yan Jt en / op deze w^ze gebrnik gemaakt worden; tos- 
Bcben de verschillende h*% en V% bestaat evenwel geen verband. 
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4r+l 

Nu kan n gelijk zijn j ^ , o en »i gelijk 
4r 



4t + l, 
4* + 2, 
4« + S, 
4«, 



waarin r en « ook geheele positieve getallen zi|jn. 

Deze rerschillende waarden ran » en m in borenstaande vergelij- 
king gesubstitueerd geven het phaseverschil , waarbij de kromme lijn 
door P gaat. In een tafeltje samengevat: 





» = 4« + l 


»» = 4«+2 


i» = 4« + 8 


i» = 4« 


« = 4r + l 


0. 


i^' 


|A' of |A 


IA' 


« = 4r + 2 


i^ 


venralt ») 


iA 


vervalt») 


« = 4r + 3 


^A of JV 


1^' 





i^' 


» = 4r 


i^ 


vervalt *) 


|A 


vervalt 



In dit tafeltje zijn, evenals in de volgende, slechts de voornaamste 
phaseverschillen opgenomen. 

Zal de kromme lijn door Q gaan, dan moet: 

^_4*+8 mt mp _^ il^l 



'^"» ^={«-F--^-}^ = {-4— ;-4-}^- 
Hierin de waarden voor » en w» gesubstitueerd, geeft: 





»» = 4*+l 


» = 4« + 2 


»» = 4« + 3 


» = 4« 


j» = 4r + l 


iA of |A' 


iV 





iV 


» = 4r+2 


i^ 


vervalt «) 


i^ 


vervalt ') 


n = 4r + 3 





|A' 


|A of \X' 


iA' 


n-=:z^r 


^A 


vervalt >) 


4^ 


vervalt ') 



') Aangezien « en m onderling deelbaar zijn. 
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Zal de lijn door E gaan, dan moet: 

^ _ 4^4 8 mt mp_^ ILtl 

T^ 4 ^^ nT nX~ 4 



f»4Z + 3 4* + 3l f4^f3 i»4*+3\ , 
dus i^=j--4 ^-]X=[— -—4-1^. 

Door de substitutie van de waarden van » en w* vinden wij: 





j»=:4* + l 


>»z=4* + 2 


m = 4>s^S 


w = 4« 


n=:4r + l 





i^' 


\X' of ^X 


|A' 


» = 4r+2 


1^ 


vervalt 


|A 


vervalt 


» = 4r+3 


jA of ^V 







i^' 


« = 4r 


i^ 


vervalt 


•iA 


vervalt 



Zal de lijn ten slotte door S gaan, dan zal 

T ~ 4 ®^ ÜT^ n?.~ ~ ^^^^' 
^ ^, f» 4^ + 3 4Afli |4^ + 3 »i4* + l) , 



Door substitutie verkrijgen wij: 



w = 4*f 1 



»* = 4« + S 



»t = 4* + 3 



m =4« 



n = 4r + l 


jX of ^V 


iA' 





IV 


» = 4r + 2 


iA 


vervalt 


JA 


vervalt 


«z=4r + 8 





|A' 


iA of i-A' 


|A' 



« = 4r 



|A 



vervalt 



|A 



vervalt 



De kromme lijn zal door P en Q gaan 

voor n = 4r+l en w=:4* + 2] , ,, l 

.... >! . 0} ^y 1^ phaseverschil, 

voor » = 4r+3en»t = 45 + 2j * ^. ' 

voor » = 4r+l en w=4« 1 , .. , w , ,., 

^ . ., . r bij 4A phaseverschil. 

voor »s=4r + 3en»»=4« J "* 
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Zij gaat door E en S, wanneer het phaseverschil { A' grooter is. 

In het algemeen gaat de kromme dus slechts door P en Q of 

door E en S, wanneer n oneven en m even is. 

Zal de kromme door P en E gaan, dan moet 

voor » = 4r + l en mz=i^s^\ het phaseverschil O zyn , 

voor n = 4r-|-3 en » = 4«+l het phaseverschil } X of A' zijn, 

voor » = 4r+l en w :=4* + 3 het phaseverschil |X of a' zign, 

voor n = 4r4-3 en i» = 4«4-S ^et phaseverschil O zijn. 

Zal de lijn door Q en S gaan, dan moeten de phaseverschillen 

in dezelfde volgorde zyn: ^X oï \X\ O, O en |A of J^A'. 

Opdat de kromme lijn door twee tegenoverstaande hoekpunten van 

het parallelogram zal gaan, moeten n en m beide oneven zijn. 

Ten slotte zal de lijn door P en S gaan, dan is 

voor » = 4r4-2 en m =:4«4-li , , ., . 

, , , > phaseverschil = i A , 
voor» = 4r enm = 4«-flj " * 

voor » = 4r4- 2 en m = 4«+3) , , ., . 

. . « ? phaseverschil = | A. 
voor»:=4r enj»=:4«-fS' 

De lijn zal door Q en E gaan als het phaseverschil \X meer 
bedraagt. 

Deze gevallen zijn dus slechts mogelijk voor n even en m oneven. 

Om de snijpunten der kromme lijn met de J,'as te vinden, moet 
a:, = zyn , dus 2»6=:*5r, waarin h alle geheele getallen van 
1 tot 2» kan voorstellen; wij vinden dus 2fi snijpunten met de 
Fi-as. De waarde van y^ zal voor deze snijpunten voldoen aan 
de vergelijking: 



yj zzihSinl-kTfA-^X 



Voor de snijpunten met de Z|-as moet ]/,=0 zijn; dus 
2md-)-4' =^T, waarin l alle waarden van l tot 2m kan hebben; 
bijgevolg %m snijpunten met de Z-as. 

Voor deze punten is 6 := ^ ;i — » 

derhalve o^i = a Sin - IItf — 4^ i • 

Dikwijls vallen eenige van deze snijpunten met elkander samen. 
Gaat de kromme lijn door twee hoekpunten van het parallelogram, 
dan is het aantal snijpunten met de Xi-as «i, en met de F, -as n\ 
van deze snijpunten kunnen er echter ook weer samenvallen. 
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Zal a?, de waarde ■\-a Terkrijgen, dan moet 2»ö= — ^—^ 

4 

zijn, waarin k alle waarden ran 1 tot n kanliebben; bijgevolg raakt 

de kromme lijn deze zijde yan het parallelogram n-masl. Voor deze 

punten is: 

r7»4^+l 






:i. VM «4 4^ + 3 

«, wordt geujk — a voor 2n9=z — r — ar, 

4 

en dan 18 y, =&>Si»<- — ~ — 3r+4»>. 

4^ + 1 
Zal ^1 =5 zijn, dan moet 2»id4-4'= — ;; — ^ zijn, 

4 

of ö=lÜ:i^^i_, 

Sm ^ 2j»' 

derhalve o^i = a ^i» - < — - — t — \l > • 

m l 4 I 



Voor yj = — 5 is: 



« * . . 4Z+3 
2»tö + * = — ~-5r, 



derhalve ""- ' 



^. » f4^ + 3 , I 
m { 4t J 



^ kan alle waarden van 1 tot m hebben; en bijgevolg raakt de 
kromme lijn de zijden van het parallelogram, die gelijk 2a zijn, 
ieder ^-maal. 

Bij verschillende phaseverschillen zullen wij toch dezelfde kromme 
lijn verkrijgen. Hierbij moeten wij twee gevallen onderscheiden, na- 
melijk: dat de richting, waarin de kromme lijn doorloopen wordt 
dezelfde blijft, of dat de vorm van de lijn wel is waar dezelfde is, 
maar dat z^' in een richting, tegengesteld aan die in het eerste ge- 
val, doorloopen wordt. 

Wij hebben gevonden: 

aj, =a^«2T- en 9i=b8in2yr (—-{• ^^ 

^'^^ = T = d' 

Na. een geheel aantal trillingstijden T zal x^ weer dezelfde zijn , 
dus Xi voldoet alt^ aan de vergelyking: 
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waarin ƒ een geheel getal^is. 
Voor het tydstip / + /T is 

of ^'«-^^^K^+I^+^f)' 

T ^ X' ] 

En bijgeTolg is de algemeene formule ?oor de phasererschillen, 
waarb^' de kromme lijn dezelfde blijft en in dezelfde richting wordt 

doorloopen, (-+-/) A', waarin n>f>l is. 

In golflengten der andere beweging uitgedrukt is deze formule 

(1 « \ =s =a 

5 + " ^ 1 A> waarin m > ^ > 1, terwijl g een geheel getal is. 

n 
Is p gelijk O , dan wordt deze uitdrukking - ^ A, wat o?ereen- 

komt met de rroeger gevondene voorwaarde, dat de kromme lijn 
door den oorsprong, zal gaan; wanneer hierin ^ = O is. 

Wordt de kromme lijn in tegengestelden zin doorloopen, dan 
heefk men: 

t 2 > 

8 P 



y, =«A'n3T(^+^^=i«»2 



en „. ,_, .,._ . ^ ^, 

Substitueeren wq j/, Toor t de waaide — - — I—t, 
dan heeft men: 

2 T^ ■*■ c 
y,=tiSr»25r j -^ ^j, 

of y, =:4a«2T jp-+ .^j; . 
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en dus is het vereischte phaseyerschil gelijk . ■■ A', 

waarin ff en f geheele getallen zijn. 

. In golflengten van de andere beweging uitgedrukt vindt men het 

phaseverschil gelijk 

a»(2/+l)-(2^+l)»-^ 

— A. 



2m 
Deze uitdrukking wordt Toor 3 = 0, — \, ^ A 

of \ f ^ l A, en aangezien f dus geen invloed heeft ; 

,1 v+iM;, Of mii^Wx. 

12 2 wti l 2 »t 21 

ff kan m waarden hebben; by gevolg vinden wij door dezen vorm m 
phaseverschillen; deze komen overeen met de vroeger opgegevene, 
opdat de kromme door den oorsprong zal gaan, wanneer in die 
formule A? = 1 is. 



De formule (3) geeft de kromme lijn op een scheefhoekig coördi- 
natenstelsel; wij zullen haar nu overbrengen op een rechthoekig, 
waarvan de X-as met de X,-as van het oorspronkelijk stelsel samen- 
valt, en dus de F-as hierop loodrecht staat, terwijl de oorsprong de- 
zelfde blijft. Nu is: 

x^=ix^\y^Co8ia en y = y , 5f» w, dus a; = a?| + y Ootffu 

maar Xi=zaSiii7,n^ en y, = d^»(2»»d-|- 4^); 

dus V =Lh8in(a,8ini^m^-\"\f) en dus ö = -— [BgSin—^, J/i; 

^ 2w l •^ hSina j 

en bij gevolg: 

x = aSin^^BffSin ^-^^^^^^ ^yCotfft, (4) 

Deze is de algemeene yergelijking der figuren van Lissajous op 
een rechthoekig coördinatenstelsel. 

Noemen wij den hoek, dien de raaklijn aan de kromme lijn ge- 
trokken met de X-as maakt, r, dan is: 

dfX na fi / V \ 1 
CotffT = —= — (h9'[BffSin^l, ^V , \CotffVi (6) 
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Wij zullen deze vergelijking gebruiken om de richting der raak- 
lijnen voor den oorsprong te bepalen, wanneer de kromme lijn door 
dit punt gaat. Qiertoe moet, zooals wij weten, het phaseverschil 

jp = O of =. jA zijn, dus >|/ = O of tt. Deze zijn de beide 

voornaamste; de overige hiervoor vereischte phaseverschillen kan men 
volgens de hierboven a^eleide formules vinden. Voor den oorsprong 
is (c := O en y := 0. Substitueeren wij deze waarden in formule 
(5), dan vinden w^* r; maar op deze w^ze kunnen wij niet over 
het teeken in het tweede lid oordeelen; daarvoor brengen wij haar 
in den vorm: 

na j»V óJStttu ) 

Is y = O, dan kan Bg^-r-^ — = O of =»»t zijn; dus voor 
J; z= O krygen wy : 

in het eerste geval Cotg r — Cotg a =l 



mbSina 



in het tweede geval Cota r' — Oota u = —p-r. ;- • 

mbSMu CosmTT 

Is II of m even en de andere oneven, dan wordt de laatste ver- 
gelyking: 

Cotar'-^ Cotgu zn --— — . 

mbSmu 

De beide raaklgnen maken dus een hoek samen. 
Zijn daarentegen n qh m beide oneven, dan wordt deze verge- 
lijking: 

De beide raaklijnen vallen dan samen. 
Is J/ r= - T, dan is: 

in het eerste geval Cotgr^Cotgtn nr- — , z 

moStnu 

in het tweede geval Ootgr'- Cotgu = ^-^^^ Cos{n^l)7t ^ 

móSknu OosmTT 

Is n of m even en de andere oneven, dan wordt de la^ 
gel^king: 
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Cotg r'— Cotg u = • 



móSinu) 

De raaklijnen yormen dus een hoek samen; zij vAllen evenwel met 
het eerst gevonden paar samen. 
Zijn n en m beide oneven, zoo is: 

De beide raaklijnen vallen weer samen, maar vormen een hoek 
met het paar, dat wij voor j' = O vonden. 

Bepalen wij den hoek A, dien de raaklijnen met elkander maken. 

na na • /-» ^ 

2na 2mb 



^ móSinu ^ na 
^S^ — —ZTTx = ^»« —. 



dus Tff^=zSinu.T^ hs^T^—^ 

.B.T,'^ ia de hoek. dien dera^nenJl. wannee,« = 90. is. 
na 



Verschillende deelen der kromme lijn zullen elkander snijden; om 

deze knoopen te vinden, gaan wij op de volgende wyze te werk. 

Voor een dergelyk punt moet a?, = aiSï»2»6 =a^«2jiö' en 

y , = bmn[% I» 6 + +) = 5^(2 j»6' + *). ffieraan voldoen : 

2«6 = 2«fl'+2gT en 2»tH * = 2»io'+4. + 2^t, 

2«6 = (2i?-l)5r-2«6', 2j»6 + 4. = (2^-l)T-Si»d'-*, 

of 6-6' = ^T («) è-6'=iT (y) 

58» 2m m ^ ' 

Uit de verbinding van («) en (^) volgt uit O) en (y) 

4» 2f» %n \ 4» ^2ki ' 



4in 2f» 2f» / 4» 2»! 
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HiHSTSDT ^) heeft het aantal knoopen van de figuren van Lissajous 
bepaald en Tond , dat dit in het algemeen gelijjk is aan 20»;i— (m-|-»]; 
maar in het bijzondere geval, dat de kromme l\jn door twee hoek- 
punten van het parallelogram gaat, bedraagt het aantal knoopen 
slechts }(w-l)(«-l). 

Formule (5) kunnen wij ook schr^Ven: 

^^ ^. «« Oo82n^ 

Substitueeren wij in dezen vorm de waarden, die ft en d' voor een 
knoop hebben, dan vinden w^ voor stel I 



__ na ^ m\ % / 

mbSina ^. 2» — 1 ~ m 
2 f» ^ 



Coigr^'-Cotgfa z=L — 



na 



^{i{^ '-*)-''] 



mbSina ^ r2c — 1 , » . , \ 

CoêqTT.Oos - ( -^r ?r -4^ 1 

na ^ m\ ^ _/ 

Volgens stel II 



i8m — T. — ■jt.Sm - qv 
2 n * 



r2;»-l 
mhShifA ^ r20 — 1 f» 



ö»{-^i- + T? + *} 



naBintü 2 m^ 



ö«(— g— ^^r + ^j.fttj^ 



I) DiM. Seite 19. 
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[2^ — 1 n 



^ (2»-l n 1 



2»— 1 n 
Sin -i-- — ,^» - qv 
2 »j^ 



Obsl ^ — «• + 4^ j .Oosq^ 

Bijgevolg is altijd Cbfyr* + Cb^r'^ :^2 0otffu (♦) 

Wanneer wij dus in een knoop de beide raaklijnen trekken, dan 
is de som der cotangenten der hoeken, die z^' met een der assen 
maken, gelijk aan tweemaal de cotangens van den coördinatenhoek. 

Is ft) = 90®, dan gaat deze yorm over in 

of Tffr,+TffT\=0, 

welke vorm met den door Himstedt gevondenen overeenstemt. 

Verder blijkt uit de formule (*), dat de lijn, die de knoop ver- 
bindt met het midden van het deel der as, dat tusschen de beide 
raakignen gelegen is, evenwijdig loopt aan de andere as van 't scheef- 
hoekige coördinatenstelsel. 

Dit is gemakkelijk aan te toonen. 

Zij A (Fig. 1) het snijpunt van twee deelen der kromme Ijgn, 
waar AG en AB de beide raaklgnen zijn. Nemen wij aan dat 
CD=:BDis. 

Stel LADB =?, dan is, daar LCAB =:t'*-t, is, 

in AADB iOB:A'B=Sm{T\^^):Sin^, 

of CB : AB = 2(^»T^ Cotff^ - CöaT\) : 1. 

In A ABC is OB:AB = 8iu{Tt-Tt):8inTk, 

derhalve 2SinT\ .Coi^^-^Z Cost* tZzzSmr', .Obtgrk —Cosrt , 

2 Cotff^ = Cotgr^ + Coigr ^ ; 

dus volgens (*) ^ = «, hetgeen te bewijzen was. 

Op dezelfde wijze als in 't voorgaande voor den hoek, dien de 
beide raaklijnen door den oorsprong getrokken met elkander vormen, 
kan men nu in 't algemeen voor elke knoop aantoonen, dat de tan- 
gens van den hoek-, dien de beide raaklijnen in dat punt aan de 
beide deelen der kromme lijn getrokken met elkander maken, gelijk 
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is aan de tangens ran den hoek tusschen de raaklijnen, wanneer 
het coördinatenstelsel rechthoekig is, vermenigvuldigd met den sinus 
van den coördinaten hoek. 



Om de buigpunten te bepalen moeten wij (5) nogmaals differen- 
tieeren, dan vinden wij: 

d}x ^_^ m\ '' bSina )'^ m\ ^ hSinu ) 

Voor een buigpunt moet j-^ = O zijn: dus moet 

nTg- (BgSin^-i—A = "^^ ... (6) 

of nTff"^ (sgSin^^A = -^£è=. 

In dezen vorm komt m noch a?, voor. 

Verandert de waarde van «, dan zal het buigpunt een cirkel met 
den straal y, beschrijven. (Zie fig. 2, waarin B en B; Bo) en Ba» 
de buigpunten zijn.) Voeren wij in (6) de ö weer in, dan wordt 
deze vorm: 

nTg%n^=:mTg{%m^-\'^f) (7) 

Door uit deze vergelijking d op te lossen, vinden wij de tijdstip- 
pen, waarop het punt door een buigpunt der baan gaat. Deze tijd- 
stippen zijn onafhankelijk van u, 

Aan deze vergelijking zullen oneindig veel waarden van d voldoen, 
waaronder evenwel slechts een bepaald aantal verschillende voorko- 
men. Het aantal verschillende bestaanbare waarden van d zal men 
moeten bepalen om het aantal buigpunten te kennen. 

Wanneer wij den vorm (7) in machten van den sinus van d ont- 
wikkelen, en daaruit door machtsverheffing de wortelteekens verwijde- 
ren, dan verkrijgen wy een hoogere machtsvergelijking ten opzichte 
van i^i»d. Het aantal bestaanbare wortels, die tusschen 1 en —1 
gelegen zijjn, geeft het aantal der buigpunten aan. Op deze wijze 
zullen wij dit aantal evenwel bezwaarlijk vinden, en bovendien voeren wij 
door de machtsverheffing waarden voor 6 in, die niet aan (7) voldoen. 

De kromme lijn heeft aan elke zijde der J,-a3 »-maal haar groot- 
sten uitslag, en aan elke zijde der X^-as m-maal. Gaat "de lijn van 
een punt, waar zijj haar grootsten uitslag ten opzichte der JTj-as 

N.A,v.W.Dl.xni. 15 
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heeft, naar een dergelijk punt ten opzichte der X,-as of omgekeerd, 
dan vertoont de kromme lijn geen buigpunt; wel daarentegen als het 
deel der kromme twee punten , die den grootsten uitslag ten opzichte 
van een zelfde as hebben, onmiddellijk verbindt. Nu is n>m, dan 
zal de kromme lijn 2(n-m) deelen, die punten met de grootste 
afwijking ten opzichte der F, -as verbinden, hebben en bijgevolg heeft 
de kromme 2(n — m) buigpunten. De vorm (7) geeft dus ook 
2{n-m) bestaanbare waarden voor d. 

Gaat de kromme lijn door twee hoekpunten van het parallelogram, 
dan vallen de buigpunten , — uitgezonderd die , welke juist in de hoek- 
punten komen te liggen ,* — twee aan twee samen, en verdwijnen er 

dus ~ punten; en bijgevolg heeft de kromme lijn in dit 

'bijzondere geval n — m-\-l buigpunten. 
CJit (4) en (5) volgt door deeling: 

Cotgr-Cotgu n ^ m\ ^ óSmu ^) ^ ^ ' 

en met behulp van formule (6) 

X 

x—yCotgu m} c V ^' 

Colgr— Cotgu »* Cotgr — Cotgu »* 

Brengen wij de lijn over op poolcoördinaten; dan is x:=-rCo9(p^ 

Cotg^— Coigu m* 

Cotgr— Cotgu »* 

^ Sin(U''(p) m' Sin{u''r) 

^ 8in(p ~ n^ Sinr ^^ 

Deze vorm leert ons het verband, dat in een buigpunt tusschen 
den hoek, dien de raaklijn met de Z-as maakt, en de anomalie 
bestaat. 

Gaat de kromme lijn door den oorsprong, dan is de oorsprong 
zelf een buigpunt; doch voor dit punt gaat de formule (8) niet 
door; waarom zal later blijken. 



Wij zullen nu de snelheid en de versnelling in elk punt van de 
baan bepalen; daartoe keeren wij tot het scheef hoekige coördinaten- 
stelsel terug., 

X^=:a8in}^n^ en g^ zzzóSiniim^-i-^), 
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TT t . d^ T 

waarin 6 = - - dus -—=—=;, 

n T dt nT 

dx. dh 2 5ra ^ ^ , 
dyy dh 2m67r ^ ,^ * . .x 
bijgeyolg is de snelheid: 

Noemen wij de richting der snelheid ten opzichte der X-as y\ 
dan is: 

r,, i&»{« — y) naCo82n^ Sinia — r) 

Vy^ Siny mbCo8(2m^-\-iif) Sinr 

De componenten der ver snelling zijn: 

dv-, d^ éyr^a ^. ^ . 4t* 

en dus de versnelling: 

Zij de richting der versnelling ten opzichte der X-as 5; dan is: 
jj.^j Sin{6)-$) n^aSin9>n^ »* a?, _ n^ Sin{u-0) 

Deze vorm geeft het verband tusschen de richting der versnelling 
en de anomalie. 

Zullen de richtingen van de snelheid en van de versnelling samen- 
vallen, dus voor een buigpunt, dan moet: 

»a(7ö«2«6 n*a>Sm2«6 

mèCos{2m^ +*) ~ m^ bSin(2mQ + ^) 

of j»r^(2»tö + 4^) = »T^2»6. 

Deze vorm is dezelfde als formule (7). 

Is het phaseverschil zoo gekozen, dat de lijn door den oorsprong 
gaat, dan is in dat puntj!?,^ enjt?,, gelijk 0; bijgevolg is de ver- 
snelling dan ook 0. Op alle overige punten heeft de versnelling een 
waarde grooter dan 0. 

15* 
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De snelheid is nul, als de kromme lijn door de hoekpunten van 
het parallelogram gaat. 
In een knoop is 

maar nu moet re, =4?', en yj ^y'i zijn, dus ^ i= y. 

Wat ons leert, dat in een knoop de versnellingen in beide deelen 
gelijk gericht zijn. 



De plaats van een buigpunt is afhankelijk van het phaseverschil; 
wij zullen de meetkundige plaats bepalen der buigpunten van alle 
kromme lijnen , die bij een bepaalde » en i» voorkomen. De kromme 
lijn , die deze meetkundige plaats voorstelt , zal ik in 't vervolg kort- 
heidshalve de lijn der buigpunten noemen. 

Uit (7) volgt door substitutie van de waarden uit (2) 

my^ yja^-x^^ = nxi V**-y,' , 
of (n*-m*)aï,*yi» = »*aj,*5*-w«y,»a* (9) 

Hierin komt J/ niet voor; dus is deze vergelijking die der ge- 
zochte kromme lijn op 't scheef hoekige coördinatenstelsel. De lijn 
is van den vierden graad en symmetrisch ten opzichte der assen 
(Fig. 2 en 8). • 

Voor ar, = O is y, = 0; bijgevolg gaat zy door den oorsprong. 
Voor X i =• ±a iB y i :=^ zL^ 9 en dus gaat de kromme lijn door de 
hoekpunten van het parallelogram. 

Brengen wij de lijn op poolcoördinaten over, dan is 

r )Sï» (« — 0') r8in(P' 

X , = — -: en y , =. '^, — » 

Stnu Sinu 

bijgevolg r* = -^ ^ |w* 5* Oosec* (p'^-m^ a* Oosee* (« — 4>') f . 

Zal r bestaanbaar z\jn, dan moet: 

of nèSin{u— 0')> maSin0', 

1 .. 1 ^ ^i nèSinu 

bijgevolg 2.j,<p <____. 

De anomalie is bij deze kromme lijn ondoorloopend. 
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Voor Ta0' = — ^^^^ — is r = 0; dan gaat de lijjn door den 

^ nbCo8u + ma 

oorsprong. 

Zij T, de hoek, dien de raaklijn aan deze kromme lijn getrok- 
ken met de X-as maakt, dan is: 

Tg^^—"^^ of -^ • 

+ »»^a*(7o«(«-(f)').a>«'(«~^')|- 

Door substitutie van deze waarde en van de waarde van r* in 
den vorm Toor T^ r , , vindt men : 

^^ '^ • ~ n^b^8in''[u''(p').[Cotg<p' ^Tg(p' \^m^a^Sin (p'. { (htg{u -Cp') -Tg(p' } 
Door dezen vorm om te keeren: 

CotaTi--Cotg(o= -r— , ^. ^\, ^/ S 
^ * ^ »»*fl* Sin^0.Sinu 

Sinr, "" m^a^ Sin"^ 0' ' ' \ ^ ^ 

Volgens 8) 18 — ^—-^^=— — ^ \ 

dus, daar in een buigpunt =. <p' is, 

Sin (« — T,) 7»*5* /Sï»' (« - t) 



ai) 



Deze vorm geeft ons het verband tusschen de hoeken , die ge- 
vormd worden door de raaklijnen, in een buigpunt aan de kromme 
lijn en aan de lijn der buigpunten getrokken. 

De vorm (8) geldt niet voor den oorsprong; hier toch is 

^ , . X .Tl +yi Costa X. . ^ 

Cotg0 = - = -^--^ = — r^-- + Cotga, 

r r^ ^ A. r, A ^* aSin2n& 

of Cötg(p — Cotju = — 



y I Sin u èSin u.Sin 2m^ 
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Voor d = O wordt het tweede lid = t- , door diflferentiatie vindt men 

2»aCb«2wö ^ . ^ . /S'»»(w — (1)) «a 

ft — ttt: — 77—:; — ï » <l^s Yoor 4 = O is — ^. .^' = — - . 
2möSina,Co82m9 8in(p mb 

Volgens formule (5) is voor ö = O, — ^^ = "Hi' 

oM T tno 

derhalve in den oorsprong ^ = t. 

Bij de lijn der buigpunten hebben wij voor r =: O gevonden 

iSf»(« — (J)') ma 

Sin Cp' nb 

r, «V . Sinfu-^r.) ma ^ ^, 

en volgens (10) is — = — ; dus t, = ^ . 

Sin T , nb 

Hieruit volgt verder 

Sin(u'-'r^] w* 5* /SJw'(6J — t) 

Sin Tl »*a* Sinr 

Formule (11) geldt dus wel voor den oorsprong. 
Voor X, =a eny, =0 of y=:bSinu is a:b =Sin(M'-(p'):Sin(p\ 

>Siw(«— r,) w*i* fl' w*fl 

SiuTi ^^^^ ^' ^^' ^ 

Uit (5) volgt Cotgr-^ Cotga = tt. De differentiatie van het tweede - 
lid geeft: 

— ■—-, — Sm - I Bg Sin 7— tp | ^,,^ ^. . r^ 

mbSina m\^ bSmu J \/(b^ Sin^ u-^g^) 



\/b*Sin^u-y^ 
n 



en dit wordt voor y z=bSinu gelijk 



mbSina 



Sin(T^co) n^ a 

dus — ^- = — — • i 

Sinr m^b 

bijgevolg is in dit hoekpunt van het parallelogram t = t , .* 

Dat de vorra in het tweede lid - wordt, is dan slechts mogelijk, 

wanneer de waarden rc,=a en y,=d aan de vergelijking (3) 
voldoen. Men zal dezelfde uitkomst vinden voor de gevallen 
iu j •= — fl en ,y , = ó ; .u , == — a en y , =. - 5 en ic , =: a en y , = — 5. 
De vorm (9) geeft slechts de plaats van een buigpunt aan, als 
a>a?,>-a en 3>yj>"5; de kromme lijn zelf strekt zich even- 
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wel verder uit. De kromme zal een asymptoot hebben, wanneer aj, 
▼oor een bepaalde waarde van ^i , of omgekeerd, oneindig groot is. 
Zij «, zooals wij aangenomen hebben, grooter dan m. 
Uit (9) volgt 

my^a my a 

bijgevolg flj, = 00 voor |/ = ± Sxna, 

Voor een asymptoot moet r oneindig groot worden voor een bepaalde 
waarde van (f)'. Dit zal voor ^'=0 het geval zijn, want voor 
(J)' = « wordt r onbestaanbaar. Dan is Ck>tg r , — Cöty « = oo en 
dus Tj = 0. 

De asymptoot loopt evenwijdig met de X-as, en de vergelijking 
der asymptoten zal dus zijn: 

y = ± , Stn u. 

In figuur 3 zijn de lijnen 00' en PP' de asymptoten. In deze 
figuur is I» = 5 en m = 3 dus y =■{ bSinu. 



Om de kromtestraal in elk punt van een kromme lijn te vinden, 
hebben wij de formule: 

jMiMljMiMï. 

dy d*x dx d^y dyd^x dxd^y 

di df Tt~di^ d6JF''didï^ 

Nu is: y z=zèSintf),Sin{2m^-\'^) 

en a? = a/Sï«2«d + 5Co«fti.iSï/i(2»i6 -|- ^^), 

dy I — 

dv 

z=z 2mSinu. V^*-yi*» 
d^v 

— = 2»aa>*2»d + 2w5a?««.67o»(2/»ö-f 4*) = 

dy 



= 2» ^ a^—{jc-yCotgto)' +2mCoêyu^ \/ b^ Sin^' u -y* 



= 2» }Ja^-x^^ + 2mCo9<a. V^'-y,', 
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4^=-4n*a/Si»2n6-4OT»óCo««.iSï»(2»i0 + +) = 

=—4 w* (a; - y (7oi^«) — 4/»*^ y Cb^« 
=z=— 4»'a;,"-4»i*yi Cb*», 
daar a;— y Co^^w = a?i en y,/Sï»ff = y; 

, , , 1 
derhalve o ^ ^, — X 



Voor « = 90® gaat deze vorm over in: 

Voor « = O® zijn alle kromtestralen oneindig groot. 
In de buigpunten moet p oneindig groot zijn; dit is ook het ge- 
val, want volgens (5) is dan my ^ yj a^—x.^ — nXi \Jè^-y^^ =^0, 
Voor punten in de zijden van het parallelogram is a?, =±fl, dus 

en voor y , = ± o is p = —r-^. — ^ 

^* m^ Smu ö 



Wij hebben gevonden , dat voor een buigpunt de betrekking moet 

bestaan; 

»/&»2wfl _ Cb«2wö 

a»^«(2wö + J/) ~" (7o«(2»*H4')' 
onafhankelijk van de waarde van w. 

Laat ons zien, wat dit beteekent als « = O® is; de beweging van 
het punt heeft dan plaats volgens een rechte Ign, en bijgevolg kan 
er van een buigpunt geen sprake zijn. De verhouding der snelhe- 
den van elk der beide bewegingen is in elk punt: 

»,, naCoa^nh 

Vy^ mèCo9(2m^'{ if/)* 
en de verhouding der versnellingen: 

jp^^ _ »' aSitt2n6 

Pj^ ~ 7»*Ó/SÏ»(2»lÖ4-4;)* 

Substitueeren wij in de eerste de waarde , die ö moet hebben voor 
een punt, dat met een buigpunt zal overeenkomen; dan is 
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V, , n^aSin2n^ p^ 

Het buigpunt wordt in het geval, dat aj=iO® is, éénpunt, waar 
de verhoudingen der snelheden en der versnellingen in beide bewe- 
gingen gelijk zijn. Wq zullen eveneens 2(«— w) dergelijke punten 
vinden. In figuur 2 zijn deze punten door B^ aangegeven; de be- 
weging heeft dan plaats langs de Z-as. 

De lijn der buigpunten snijdt de kromme lijn in meer punten 
dan het aantal buigpunten bedraagt, en wel in 4« punten; want er 
liggen 2n deelen van de lijn tusschen de beide zijden van het pa- 
rallelogram, die evenwijdig aan de Fj-as zijn, en elk deel snijdt 
de genoemde kromme in twee punten. Hier onder zijn 2(»-w) 
buigpunten; dus blijven er nog 2(« + »j) snijpunten over; en iii 't bij- 
zondere geval , dat de kromme lijn door twee hoekpunten van 
het parallelogram gaat, zijn er n + m-l snijpunten. De oorzaak, 
dat wij deze punten eveneens vinden, is, dat wij den vorm 

wi^i V»*— ^1 * = w^i V^*— yi* in de tweede macht verheven 
hebben. Trekt men uit de formule (9) den wortel, dan verkrijgt 
men na invoering van d: 

Het positieve tee ken geeft de buigpunten; het negatieve teeken 

de overige snijpunten der kromme lijn met de lijn der buigpunten, 

6 = voldoet aan beide betrekkingen, wanneer J/=0 is, dan gaat 

de lijn door den oorsprong; en bijgevolg voldoet dit punt aan de 

voorwaarde voor een buigpunt en aan die voor een snijpunt. 

Wij vinden voor het negatieve teeken: 

Cos2n^ _ nSin 2tü 

Cos{2m^ + ^) ~ mSin[2m^-\-f) ' 

na 
Na vermenigvuldiging met — vinden wij door substitutie: 

mb 

In deze snijpunten is dus ook, wanneer men niet op het teeken 
let, de verhouding van de snelheden gelijk aan de verhouding der 
versnellingen in de beide samenstellende bewegingen; doch onder 
deze vier grootheden heeft er een het tegengestelde teeken van de 
drie anderen. 

N« is "J^y = ^Z2l en P^ = ^Zi). 

ü,j Stny p,^ Sind 
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Sin{a — y) 8in{a — ^) 

Siny Sin$ 

waaruit volgt Ootff y -f- Cotg ^ = 2 Cotg «. 

Welke formule ons de betrekking leert, die tusschen de richtingen 
der snelheid en der versnflling bestaan moet in een snijpunt der 
beide kromme lijnen, dat geen buigpunt is. 
Voor (ü = 900 ^ordt y = 180® - ^. 



HOOFDSTUK II. 

VERBAND TÜ8SCHBN DE riGüBBN VAN LiSSAJOüS EN DB GONICME- 
TBISCHE FÜNCTIBN VAN VEELVOUDEN VAN HOEREN. 

In 't voorgaande hebben wij gevonden, dat de coördinaten van een 
pnnt, behoorende aan een figuur van Lissajous, zijn: 

X = a Sin 2«ö en y = öSin{2m^ + 4^) '). 
Stellen wij 2 6 ::= >j, dan wordt: 

X =z aSinnvj en y = óSin{myi '\-jf). 
Uit deze vergelijkingen moet ïi geëlimineerd worden om de ver- 
gelijking der kromme lijn te vinden. 

m en n zijn weer geheele , onderling ondeelbare getallen , zoodat 
wij de drie gevallen kunnen onderscheiden: 

1®. n even, m oneven, 
2°. n oneven, m oneven, 
3°. n oneven, m even. 
Zij het phaseverschil =: O , dan is : 

X =. aSinnyj en t^ ^bSinmvi, 

Nu is Sinm(nyj)'= Sinn{mvi) (l) 

Is het nu mogelijk 8inm{nyi) te ontwikkelen in machten van 
Sinnyij en Smn(myi) in machten van Sinmyi, dan hebben wij de 

X 

begeerde vergelijking der kromme lijn opgemaakt: daar toch Sinnyi = - 

a 

en Sinmyj = j- is. Evenwel is de ontwikkeling van den sinus van 
o 

een veelvoud van een hoek in de machten van den sinus van den 

hoek slechts mogelijk, als het veelvoud oneven is *). 

Slechts in het tweede geval zal de ontwikkeling dus mogelijk zijn 

en wij verkrijgen: 



I) De indices van x en t/ zijn hier kortheidshalve weggelaten. 
3) ScHLöHiLCH, Jlff, Jfialyêts , Seite 189. 
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Substitueeren w\j (3) in de vergelijking J^n^ m{nyt) =. 8in^n{mvi]^ 
dan verkrijgen wij: 

^ I^^ ' ' 1. 8'. B« (S;»-!)' 

."^ _ n»(«*-l')(«*-2*).-.(«'-(?-l)M„. , 
= i\ (_if-.c>'— ^ 1^^ i- — - — i-i«»*'m.), 

A^ * 1. 8>, 6> (ag-i)» 

4^^ ^ ' 1. 3'. 6» (2/»-l)* »" 

-JL'^ ^^ ^'1. 8». 6» (2^-1)1 J»'"^''^ 

De kromme lijn zal ten opzichte der x van den 2m^<^'^ graad en 
ten opzichte der y van den %n^^ graad zijn. In de vergelijking 
komen slechts even machten van y en van x voor; derhalve zal de 
lijn symmetrisch z\jn ten opzichte der assen. 

Verder zullen wq de bijzondere gevallen onderzoeken, dat J/ = 90* , 
180<> of 270® is, wat overeenkomt met een phaseverschil van {X\ 
|A' en |A'. 

Is 4/ = 90®, dan worden de vergelijkingen, die de plaats van het 
punt aangeven, 

a; = a/Sf»»M en y:=zb8in[mvi^\7s):=.bCoBmvi. 

Wij gaan uit van het axioma: 

Co«m(»»j) =1 Co8n[mvi), 

De cosinus van het veelvoud van een hoek kan slechts ontwikkeld 
worden in een reeks, bevattende machten van den sinus van den hoek, 
wanneer het veelvoud even is *). Hij kan altijd ontwikkeld worden 
in een reeks bevattende de machten van den cosinus van den hoek ^). 

De vergelijking der kromme lijn zal worden voor het derde geval, 
dat is voor n oneven en m even: 

^ m*(m*— 20(^»*— 4*)...|w*— (2p— 2)M 



1 



= i {(2 Cb»«j.))' — I (2 Cbm«)-»+ "-^yg— ^2 Cb«»»«)-» — 






1) ScHLÖMiLCH, Jlg. JnalynSt Seite 188. 

2) ScHLöMiLCH, Jfy, Anali/tii, Seite 192. 
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of 1 + V f-lV *»^ (m'-2^)(m»-4>). . .{m»-(2i>-2)^ } ^^ ^ 
2^ 1. 2. 3 2p a*' 

~^lT^ 1 3-» ■•" "T2 T^^ 



..}. ..(7) 

De kromme lijn is ten opzichte van x van den m**®" graad, tea 
opzichte van y van den n^^ graad. In cleze vergelijking komen 
slechts even machten van x voor, dus is de kromme lijn symmetrisch 
ten opzichte der F-as. 

In het tweede geval zijn m en » beide oneven, dan is Oosn(myi) 
niet ontwikkelbaar in een reeks bevattende machten van Sinnfi; wij 
moeten dan weer uitgaan van den vormt 

Deze vormen ontwikkelende volgens de formulen (3) en (5) ver- 
krijgen wij: 

,f.V( I....^. '»M«»'-l'){>»»-2*)-.{m'-(p-l)'} .'^ _ 

•~ ï^V ) ,1 g, 5' ...... (2g—l)> *»♦■ 

De kromme lija is symmetrisch ten opzichte der assen, en ten op- 
zichte der X is zij Tan den 2m^"^ graad en ten opzichte van y van 
den 2»*''°. Z^ gaat niet door den oorsprong. 

Is nu in 'teerste geval « even en »» oneven; dan vinden wij 
door de ontwikkeling: 

V^ «»»(f»'—l'X»»'— 2').. .{»»*—(?— 1)»| 
— T^^l ^ "^^ l. 8». 5< (2j-l)» ^' 
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f V^. .>— ^.. m»(m'-P)(m'-2»)...{m'-(j>-l)'} »*^ _ 
"** 2^^ ' ' T 3»: B« (2?— 1)» «*' ~ 

I 

— ^^ ^^ ^» 1. 31. 52 (2^—1)» 6** 

Deze vorm is dezelfde als formule (6); de kromme lijn zal de- 
zelfde zijn, als die, welke wij vonden, wanneer het phaseverschil 
O was. 

Is 4^ = 1800 dan wordt: 

X =za8inn\»i en y z=iöSin(mvi ■\-9r) ^z — óSinm^» 

In het eerste en derde geval vinden wij dezelfde vergelijkingen 
voor de kromme lijn, als bij een phaseverschil gelijk 0; in het 

tweede geval daarentegen wordt de vergelijking (2): 

■»-n 

Z^^ ' r; 2. 8 2o— 1 a*'-i ~ 



S 



_ V f-iv- • "("'-i'K**-»*)- ♦ • {»*-(ag-3)« } (-y)'*-' 

~ 2^^ ' 1. 2. 3 2g— 1 4»'-' 

De machten, die voorkomen in het tweede lid, zijn oneven; dus 
hebben de termen in het tweede lid het tegengestelde teeken als in 
de formule (2). Dit duidt aan, dat de kromme lijnen, die ontstaan 
bij een phaseverschil gelijk O en bij een gelijk ^A', elkanders spie- 
gelbeelden zijn. 

Ten slotte zij het phaseverschil |A'; dan vinden wij voor het 
eerste en tweede geval dezelfde kromme lijnen, als wanneer het 
phaseverschil \X* was. In het derde geval vinden wij evenwel, daar: 

x=iaSmnfi en y = 5iS'«»(»f >j + |9r) = — 3Cb«mM, 

^ m»(m»-i>)(m>-2») . . .{m'-(2;7-2)> } ^ _ 

_ , j a'(— y)' « 2'-'(— y)'-» »(»— 3)a-*(— y)'-* 
""^l *• 1 b"-* "^ 1.2 «-♦ 

»(»— 4)(»— 5) 2'-«(-.y)— « 



j.-. ^^- 



]■ 



TVijl n oneven is, zijn alle machten, die in het tweede lid voor- 
komen, oneven, bijgevolg hebben alle termen in het tweede lid het 
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tegengestelde teeken van de overeenkomstige vormen in (7); dus 
zijn de kromme lijnen, die in het derde geval ontstaan bij een 
phaseverschil gel^'k |A', de spiegelbeelden van die, welke ontstaan 
bij een phaseverschil gelijk ^A'. 

In het eerste geval vinden wij dus voor elk der genoemde phase- 
verschillen dezelfde kromme lyn. 

Wij zouden nu nog de gevallen moeten behandelen , dat de phase- 
verschillen waren |A, }A en |A; maar wij zullen dan hetzelfde 
vinden , als hetgeen wij verkrijgen door m en n onderling te verwisselen. 

Het schema in figuur 4 toont de juistheid van het hierboven 
afgeleide duidelijk aan. Deze beschouwingen gelden zoowel voor 
een scheefhoekig als voor een rechthoekig coördinatenstelsel. 



KLEINERE MEDEDEELINÖEN. 



OPMERKINGEN NAAR AANLEIDING EENIGER STELLINGEN 

UIT DE LEER VAN DEN BUNDEL OPPERVLAKKEN 

VAN DE TWEEDE ORDE, 



DOOR 



J. CARD1N4AL. 



Het doel dezer bijdrage is het bespreken ?aii een drietal stellingen 
uit de leer van den „bundel" oppervlakken van de tweede orde, 
met welke men b^ de studie van dit meetkundig zamenstel licht in 
aanraking komt. Zooals uit het vervolg blijken zal, vloeien z^* uit 
algemeene beginselen voort, en kunnen er voor de bewijzen, die ik 
er voor geven zal, meer algemeene in de plaats worden gesteld. 
Het kan evenwel van belang zijn voor bijzondere gevallen ook bij- 
zondere bewijzen op te sporen; wel is waar hebben deze geene 
wijde strekking, en zijn zij daardoor beperkte middelen bij een voort- 
gezet aangrepen der wetenschap; maar daartegenover staat, dat het 
wetenschappelijk materiaal, tot haar inzicht vereischt, geringer is. 
Na deze inleidende opmerking ga ik tot de behandeling der bedoelde 
stellingen over; bij deze zal op de gevolgen en toepassingen gewe- 
zen worden. 



1. Men onderstelle een' bundel oppervlakken van de tweede orde, 
gegeven door twee dezer oppervlakken, die elkander in de funda- 
menteele ruimtekromme der vierde orde en der eerste soort A?* door- 
snijden. Laat nu het eerste dezer oppervlakken een regeloppervlak 
Si* z^'n, dan geldt hiervoor de stelling: 

N.A,v,W.Dl.Xni. 16 



pe ruimtekromme van de vierde orde wordt aangeraakt door vier 
rechte lijnen van het eene, zoowel als van het andere stelsel be- 
schrijvende lijnen van jBTi*. 

Om deze stelling te bewijzen, bedenke men, dat er door k^ een 
oneindig aantal oppervlakken van de tweede orde kunnen gebracht 
worden, onder welke vier kegeloppervlakken. Zij een dezer kegel- 
oppervlakken K* geconstrueerd, en zq door zijn top T een omhul- 
lingskegel O* aan jBT, • gelegd. Zijn er nu op jBT, * rechte lijnen 
gelegen, die k^ aanraken, dan moeten deze gelegen zijn in raak- 
vlakken door T aan H^* gelegd; de'^.e raakvlakken, als bevattende 
raaklijnen van k^ zign ook raakvlakken van JT*; alzoo kan men het 
gevolg trekken: 

De gemeenschappelijke raakvlakken van de kegeloppervlakken JL^ 
en O* bevatten de op H^^ gelegen rechte lijnen, welke tevens 
raaklijnen zijn van k\ Daar deze raakvlakken vier in getal zijn, 
en elk dezer een beschrijvende lijn zoowel van het eene als van het 
andere stelsel bevat, zoo bevat elk der stelsels vier lijnen, die ** 
aanraken. 

2. De gevonden eigenschap geldt niet alleen voor Jïi*, maar 
voor elk ander oppervlak, behoorende tot den bundel, door k* be- 
paald. De beschrijvende lijnen der regeloppervlakken van dezen bun- 
del vormen het volledige stelsel koorden van k*. De stelling is 
dus vatbaar voor de volgende uitbreiding. 

Eene koorde eener ruimtekromme van de vierde orde wordt in het 
algemeen door vier harer raakl^'nen gesneden. Daar eene raaklijn 
een b^zonder geval eener koorde is, zoo wordt ook zij door vier 
andere raaklijnen gesneden. 

8. Zij thans gegeven eene geheel willekeurige rechte l\jn /, die 
geen punt met k* gemeen heeft; zij het aantal raakl^nen van k^, 
dat haar snijdt, n. Men denke zich de lijn / verplaatst, zoodanig 
dat zij met k^ een punt A gemeen heeft; in dit snypunt vallen 
dan twee raaklijnen, die / in haar eersten stand sneden, te zamen, 
en gaan over in de raaklijn in A aan k^. Wordt verder / om A 
gedraaid, totdat zij nog een tweede punt B met k* gemeen heeft, 
dan komen ook in B twee raaklijnen te zamen en l wordt koorde. 
Bij de stelling (2) zijn als raaklijnen van ^\ die eene koorde snij- 
den, niet medegeteld de raaklijnen in A en B; de willekeurig gele- 
gen lijn / zal dus door vier raaklijnen meer gesneden worden dan 
de koorde k; hieruit leidt men dus af: 

Eene willekeurige rechte Ijjn wordt in iiet algemeen door acht 
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raaklijnen eener ruimtekromme ran de vierde orde en de eerste 
soort gesneden. 

4. Zooals in het begin van dit opstel opgemerkt werd, kan deze 
laatste algemeene stelling op grond van meer algemeene beschouwin- 
gen bewezen worden; daar het mijn doel slechts is, de voor de 
voorstelling eenvoudigste, zij het dan ook niet geheel volledige 
methode aan te wijzen, zal ik hierop niet verder ingaan, maar vol- 
staan met naar een tweetal andere te verwijzen. 

a, Th. Reyb {Geometrie der Lage, II, Seite 151, 166) berede- 
neert eerst, dat drie oppervlakken der tweede orde hoogstens acht 
punten met elkander gemeen kunnen hebben, en brengt daarmede 
in verband de stelling, dat de poollijnen van eene rechte lijn l ten 
opzichte der oppervlakken van een bundel oppervlakken van de 
tweede orde, een stelsel beschrijvende Iqnen van een regeloppervlak 
van de tweede orde vormen. Dit laatste oppervlak levert dan door 
zijne snijpunten met de fundamenteele kromme van den bundel de 
acht punten, waaraan de raaklijnen van de kromme getrokken moe- 
ten worden, die l snijden. 

i. W. FiBDLiSR {Darstellende Geometrie y II, 142) gaat uit van 
de stelling, dat eene ruimtekromme der vierde orde, uit een punt 
P geprojecteerd op een vlak, eene vlakke kromme van de vierde 
orde met twee dubbelpunten doet ontstaan. Daarop worden de ver- 
gelijkingen van Plügkbr, die het verband tusschen orde, klasse, 
dubbel- en keerpunten eener vlakke kromme aanwijzen, toegepast; en 
teruggaande tot de ruimte wordt dezelfde stelling gevonden. 

Evenmin zal bjj deze en de volgende beschouwingen worden stil- 
gestaan bij de mogelijkheid van het optreden van imaginaire ele- 
menten in de constructiën of gegevens; de wijzigingen, die intreden 
voor het geval regeloppervlakken vervangen worden door ellipsoïde, 
tweebladige hyperboloïde of elliptische paraboloïde, of wel voor het 
geval, dat twee of vier der toppen van de kegels X* imaginair wor- 
den, ga ik dus stilzwijgend voorbij. . 

5. Uit het voorafgaande kunnen gevolgen afgeleid worden, waar- 
van hierbij enkele der voornaamste. 

a. Wanneer twee regeloppervlakken van de tweede orde Jïj* en 
Hi^ elkander snijden, dan zullen vier rechte lijnen van elk der 
stelsels van Hi* raken aan IT, ', en omgekeerd. De doorsnijdings- 
kromme Ar* wordt namelijk door vier beschrijvende lijnen van elk 
der stelsels van M^* aangeraakt; deze lijnen als raaklijnen aan k^ 
z\jn het ook aan M^*, 
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b. Wanneer ffi * en JJ, * eene rechte lijn k met elkander gemeen 
hebben, dan gaat ^* over in deze lijn k en in eene ruimtekromme 
van de derde orde k^, die k tot koorde heeft. Daar eene beschry- 
vende lijn van if,* het oppervlak Ifj* in niet meer dan twee pun- 
ten snijden kan, zoo bezit zij of wel twee snijpunten met Ar', of 
wel één snijpunt met Ar' en één met k; onder die beschrijvende 
lijnen van -ff,*, die k snijden, kunnen dus geene raaklijnen voor- 
komen. Zij daarentegen / eene beschrijvende lijn van het stelsel, 
waartoe k niet behoort, zoo wordt deze door nog twee raaklijnen 
van k^ gesneden, daar van de vier raaklijnen, die er volgens (1) 
moeten zijn, twee vertegenwoordigd worden door de beschry vende lijn 
k. Hieruit volgt: 

Eene koorde eener ruimtekromme van de derde orde wordt door 
geene harer raaklijnen gesneden ; eene lijn , die met zulk eene kromme 
één punt gemeen heeft, door twee, en eene geheel willekeurige lijn 
door ier raaklijnen. 

e. Stellen wij ons voor, dat de ruimtekromme k^ uit een wille- 
keurig punt P van het regeloppervlak ZTj*, waarop zij gelegen is, 
centraal geprojecteerd wordt op een plat vlak «; de projecteerings- 
kegel is dan insgelijks van de vierde orde en zal a in eene vlakke 
kromme van de vierde orde Z* snijden. Daar er door P twee be- 
schr\j vende lijnen van H^ * kunnen getrokken worden , en ieder de- 
zer Ar* in twee punten snijdt, zal de geprojecteerde kromme twee 
dubbelpunten bezitten. Eene willekeurige lijn l nu, door P getrok- 
ken, wordt door acht raaklijnen van k^ gesneden; door / kunnen 
dus acht raakvlakken aan den projecteeringskegel getrokken worden; 
laat nu / het vlak a in P' snijden, dan gaan er dus door dit punt 
acht raaklijnen aan X^, Hieruit volgt: 

Uit een willekeurig punt kunnen aan eene vlakke kromme van de 
vierde orde met twee dubbelpunten acht raaklijnen getrokken worden, 
of wel deze kromme is van de achtste klasse. 

d. Wordt het punt P op k^ gekozen, dan wordt de projectee- 
ringskegel een kegel van de derde orde, omdat een vlak door 
P A* in drie punten behalve P snijdt, en er dus drie stralen 
van den kegel in elk vlak ontstaan. De geprojecteerde kromme 
wordt nu van de derde orde, maar het aantal raakvlakken door 
l bedraagt nu ook volgens (8) slechts zes. Men komt dus tot het 
besluit : 

Eene algemeene vlakke kromme van de derde orde zonder bijzon- 
dere punten is van de zesde klasse. 
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e. De redeneering van (c) kan ook toegepast worden op de ruimte- 
kromme yan de derde orde; men rindt dan zonder moeite: 

Uit een punt "kunnen aan eene vlakke kromme van de derde orde 
met een dubbelpunt in het algemeen vier raaklynen getrokken wor- 
den, of wel deze kromme is van de vierde klasse. 

II. 

1. Laten wederom gegeven zijn twee oppervlakken van de tweede 
orde ^1* en -&j*, die evenwel nu geen regeloppervlakken behoeven 
te zijn; hunne doorsnijdingskromme worde wecfer h} genoemd. Ver- 
der zij eene rechte lijn l gegeven, die met deze kromme geen punt 
gemeen heeft. Laat men op deze lijn een punt bewegen, dan be- 
schrijven de poolvlakken van dit punt ten opzichte van E^ * en ^, * 
twee projectieve vlakkenbundels, wier assen de pooUijnen j», en f^ 
van l ten opzichte van ^|* en E^ zijn. Deze vlakkenbundels 
doen door de doorsnijding hunner homologe vlakken de beschrijvende 
lijnen van een regeloppervlak van de tweede orde B} ontstaan, 
welks richtlijnen p, en /'j zijn. Ik treed thans in eene nadere be- 
schouwing der vraag: 

Onder welke voorwaarde zal dit regeloppervlak Jï* in een kegel- 
oppervlak overgaan? 

2. ijT' gaat over in een kegelvlak f wanneer twee der richtlij- 
nen b. V. j9 , en /^^ elkander snijden. Men kan nu onderzoeken de 
voorwaarde, waaraan lijnen in een vlak liggende of wel door een 
punt gaande voldoen moeten, om aanleiding te geven tot het ont- 
staan van een kegelvlak; en dat wel op de volgende wijze: 



a. Stel dat het vlak tt E^^ en 
^', snijde in de kegelsneden A*, ' 
en iC}^; opdat de pooUijnen j9, 
en ;)} van de in ot, gelegenerechte 
lijn l elkander sni^'den, moeten 
zij liggen in een vlak, dat door 
de polen P, en P, van cl ten 
opzichte van E^ * en ^, ' gebracht 
kan worden. Men legge dus een 
vlak |5 door PiPj, bepale de 
polen Qi en Q. van ^ ten opzichte 
van ^j * en E^'^ \ deze komen 
overeen met de polen der door- 
snede tf|3 ten opzichte van AT,* 



h. Stel dat het punt A mei 
E^ * en ^j * de omhuUingskegels 
i?! ' en X?j* bepale; opdat de pool- 
lijnen p^ en T') van de door A 
getrokkene rechte lijn l elkander 
snigden, moeten zij gaan door 
een punt gelegen op de snijlijn 
der poolvlakken ?r, en tj van A 
ten opzichte van ^, * en ^, *. 
Men neme dus een punt B op 
Ti^Tj, bepale de poolvlakken ^, 
en ^2 van B ten opzichte van E^ ^ 
en ^2 * ; deze komen overeen met 
de poolvlakken van AB ten op- 
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^n JT,^. Q1Q2 voldoet nu aan 
de voorwaarde eene lijn in « te zijn, 
welker pooUijnen elkaar snijden. 

Om de verdere te bepalen, 
late men fi om PiPj draaien; 
noemen w^ nu A het snijpunt 
van PjPj met a, dan be- 
schrijft Q, de pooll^n Tan A ten 
opzichte van K^* en Q, die van 



A ten opzichte van K^^ 
twee puntenrijen zijn ieder pro- 
jectief met den vlakkenbundel door 
Pg P,; zij zijn het du« ook met 
elkander; de verbindingslijnen der 
homologe punten omhullen alzoo 
eenekegelsnede; en men heeft de 
stelling: 

De lijnen, die in een vlak lig- 
gen , welker pooUijnen ten opzichte 
Tan twee oppervlakken van de 
tweede orde een kegeloppervlak 
iöesdhrijven , omhullen eene kegel- 
snede. 



van ki^ en *,*. De 
snijlijn $ , ^ j voldoet aan de roor- 
waarde eene lijn domr A te zijn, 
welker pooUijnen elkaar snijden. 
Om de verdere te bepalen, late 
menB op de lijn ?r, jtj bewegen; 
noemen wij nu het vlak door 
TTi^Tj en A gebracht a, dan 
draait 0i om de pooUijn van at 
ten opzichte van k^^ en $. om 
die van et ten opzichte van k^*; 
deze twee vlakkenbundels zijn ieder 
projectief met de puntenrg op 
?r, jTj ; zij zijn het dus ook met 
elkander; de snijlgnen der homo- 
loge vlakken beschrijven alzoo een 
kegeloppervlak der tweede orde; 
en men heeft de steUing: 

De lijnen, door een punt ge- 
trokken , welker pooUijnen ten op- 
zichte van twee oppervlakken van 
de tweede orde eene kegelsnede 
omhuUen, beschrijven een kegel- 
oppervlak der tweede orde. 
8. Op de boven omschreven w^'ze kan dus een zamenstel van 
stralen geconstrueerd worden zoodanig, dat elk punt der ruimte als 
top kan beschouwd worden van een kegeloppervlak, door die stralen 
i)eschTeven, en dat de stralen in elk vlak eene kegelsnede omhuUen. 
Dit zamenstel kan men om die reden een stralen complex van den 
tweeden graad noemen. De algemeene constructie van den complex 
is nu behandeld, eenige b^'zondere constructiën kunnen er aan wor- 
den toegevoegd. 

a. Laat het Vlak a, in plaats van geheel wiUekeurig, een vlak z^n 
gebracht door eene taakiijn van de doorsn^dingskromme k^ van i?, * 
en ^,*. De constructie (a) van (2) ondergaat dan de volgende wg- 
tsigingen. 

De kegelsneden JT,* en Z,* raken elkander en hunne gemeen- 
schappelijke raaklijn in dit raakpunt is de raaklijn aan k* ; deze 
taaklrgn vereenigt twee homologe polen van de bewegelijke doorsnede 
ti'P; zg h dus een sftraal van den complex en men lieeft als gevolg: 
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De raaklijnen der doorsnijdingskromine van ^,* en JE^^ behooren 
\Kft den complex. 

é. Wanneer het vlak a ten opzichte van E^* en E^^ dezelfde 
pool P bezit y snijden alle poollijnen ten opzichte dezer oppervlakken 
van lijnen in et elkander; elke lijn in « en elke lijn door P is dan 
een straal van den complex; men leidt dus de navolgende stel- 
ling af: 

Alle lijnen gelegen in vlakken, die ten opzichte van twee opper- 
vlakken van de tweede orde dezelfde pool bezitten, of gaande door 
punten, die ten opzichte der twee oppervlakken hetzelfde poolvlak 
bezitten, behooren tot den complex. 

Opdat nu een punt P hetzelfde poolvlak bezitte ten opzichte van 
El* en E^*, moet het noodzakelijk een punt zijn, zoodanig dat 
eene liju door P getrokken en ^* in een punt snijdende, met deze 
kromme nog een tweede punt gemeen heeft , m. a. w. P moet de top 
zijn van een kegel vlak der tweede orde, door ^* gebracht. De 
vier toppen der kegel vlakken , die door k^ gebracht kunnen wor- 
den, zijn dus vier punten, die de boven omschreven eigenschap be- 
zitten; men kan ze de vier hoofdpunten van den complex noemen; 
zij vormen de hoekpunten van een viervlak, welks zijvlakken de noofd- 
vlakken zijn. 

4. De oppervlakken Et * en E^* kunnen als elementen beschouwd 
worden, zoowel van een' bundel als van 'eene schaar oppervlakken 
van de tweede orde. Eeye (O, d, L. II. 144), zich op een meer 
algemeen standpunt stellende, geeft eerst de constructie van den 
ötralencomplex van den tweeden graad uit twee projectieve ruimten, 
waarna hij uit den aangenomen stralencomplex eene bepaalde groe- 
peering van oppervlakken afleidt, die dan een oppervlakken-bundel 
of oppervlakkenschaar levert. Ook hier zal in de meer algemeene 
behandeling dezer kwestie niet worden getreden. 

III. 

1. Zij gegeven een oppervlak der tweede orde ^j', een vlak « 
en een punt P; men trekke eene lyn door P, die « in A, snijdt 
en bepale het poolvlak »^ van Aj. Laat men de lijn een voUedi- 
gen stralenbundel om P beschrijven, dan beschrijven de pool vlakken 
der punten van a een* viakkenbundel om de pool F van a; deze 
viakkenbundel is projectief met den stralenbundel door P, de snij- 
punten der stralen door P met de homologe vlakken door P* doen 
dus een oppervkk der tweede orde E^* ontstaan. Beschrijft men 
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uit P den omhullingskegel aan JS^*, dan wordt elk der raaklijnen 
door het daarmede homologe vlak van den vlakkenbundel in haar 
raakpunt gesneden; de raakkromme, die P met Jf, * bepaalt, behoort 
dus tot JS^*; eveneens behctort tot JS^* de doorsnijding van ^,* 
met ff, daar dit de punten zijn, die op hunne eigene pool vlakken 
gelegen zijn; de oppervlakken U^^ en JS^^ doorsnijden elkander das 
in twee kegelsneden. 

2. Stelt men in plaats van het vlak a het oneindig ver verwij- 
derde grensvlak der ruimte, dan gaan de pool vlakken der punten 
van a over in diametraal-vlakken, die de lijnen door P in de mid- 
delpunten der door haar bepaalde koorden snijden, en bedenkt men 
nu, dat men door deze koorden vlakken kan leggen, zoodanig, dat 
deze middelpunten de middelpunten der doorsnijdingskegelsnede wor- 
den, dan volgen de stellingen: 

De middelpunten der koorden uit een punt P aan een oppervlak 
der tweede orde getrokken vormen een ni§uw oppervlak der tweede 
orde, dat bet eerste snijdt in de aanrakingskegelsnede, door P be- 
paald, en in hare reëele of imaginaire doorsnede met het oneindig 
ver verwijderde grensvlak der ruimte. Dit oppervlak stemt overeen 
met de meetkundige plaats van de middelpunten der kegelsneden, 
volgens welke de vlakken door P het oppervlak snijden. De twee 
oppervlakken zijn alzoo gelijkvormig en gelijkstandig. 

3. Stellen wij ons thans voor, dat weder gegeven is een bundel 
oppervlakken van de tweede orde, en dat ten opzichte van het punt 
P en elk der oppervlakken het in (2) omschrevene oppervlak bepaald 
worde. Het oneindig ver verwijderde vlak wordt door den gegeven 
oppervlakkenbundel in een kegelsnedenbundel gesneden , en daar elke 
kegelsnede tevens de doorsnijding is van dit grensvlak met het op- 
pervlak der middelpunten Jf.*, dat bij elk opvolgend oppervlak be- 
hoort, zoo wordt het oneindig ver verwijderd grensvlak ook door 
de oppervlakken der middelpunten in een kegelsnedenbundel gesne- 
den. Hetzelfde zal blijken het geval te zijn met een vlak door P 
gebracht. 

Een vlak (3 door P gebracht snijdt den gegeven oppervlakkenbun- 
del in een' kegelsnedenbundel. Men construeere nu bij elke kegel- 
snede de meetkundige plaats der middens van de koorde uit P ge- 
trokken, dan zijn de aldus verkreget kegelsneden de doorsnijdingen 
van p met de oppervlakken der middelpunten. Daar deze laatstge- 
noemde kegelsneden allen het punt P gemeen hebben , is er altijd 
nog een tweede gemeenschappelijk punt Q van twee van dit stelsel 
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te vinden. De lijn PQ nu snijdt den oorspronkelijken kegelsneden- 
bundel in eene involutie; het punt Q is het middelpunt van twee 
paren toegevoegde punten dezer involutie, en dus ook dat van de 
geheele punteninvolutie; hieruit volgt, dat het punt Q een snijpunt 
is van alle kegelsneden van het afgeleide stelsel. Deze laatste heb- 
ben alzoo tot gemeenschappelijke punten P en Q en snijden buiten- 
dien de oneindig ver verwijderde lijn van (3 in eene involutie; zij 
vormen dus een kegelsnedenbundel. 

Alle oppervlakken, behoorende tot het stelsel, waartoe E^ behoort, 
snijden een willekeurig vlak door P gebracht in een kegelsneden- 
bundel; zij vormen alzoo zei ven een' bundel; en men heeft als gevolg 
de stelling: 

De middelpunten der koorden, getrokken uit een punt P aan de 
oppervlakken van de tweede orde, die tot een' bundel behooren, 
vormen wederom een* bundel oppervlakken van de tweede orde, die 
het oneindig ver verwijderde grensvlak der ruimte snijden in den- 
zelfden kegelsnedenbundel als dien, welke door den oorspronkelijken 
bundel daarin ontstaat. 

4. In het , algemeen zal de fundamenteele kromme van dezen 
tweeden bundel wederom eene ruimtekromme l^ van de vierde orde 
zijn. Verbindt men een harer punten Q met P, dan zal dit punt 
Q het gemeenschappelijk middelpunt zijn van de paren toegevoegde 
punten der involutie, waarin de gegeven oppervlakkenbundel de lijn 
PQ snijdt; deze involutie is dus eene gelijkzijdig-hyperbolische 
involutie; hierdoor is dus de oplossing gevonden van het vraagstuk: 

Door een gegeven punt der ruimte lijnen te trekken, zoodanig dat 
zij een bundel oppervlakken van de tweede orde in eene gelijkzijdig- 
hyperbolische involutie snijden. 

Volgens I. 5 d, zullen deze lijnen een kegelvlak van de derde 
orde beschrijven, waarvan P de top is. 

De kromme V snijdt het oneindig ver verwijderde vlak in vier 
punten; de lijn, die P met een dezer punten verbindt, is dus de 
draagster eener gelijkzijdig-hyperbolische involutie met de asymptoot^ 
punten in het oneindige; deze involutie is dus parabolisch gewor- 
den. Deze lijn loopt verder evenwijdig aan eene beschrijvende lijn 
van elk der asymptoten-kegels van den oorspronkelijken bundel, of 
wel aan een tweetal beschrijvende lijnen van elk der daarin vervatte 
regeloppervlakken ; hieruit volgt: 

Er zijn vier richtingen in de ruimte, zoodanig dat daaraan een 
paar beschrijvende lijnen van elk der regeloppervlakken van een 



bundel oppervlakken van de tweede orde evenwijdig loopen; deze 
richiingen zrjn ook die van eene beschrijvende l|jn van elk der 
daartoe behoorende asymptotenkegelsv 

Ten slotte z^* nog opgemerkt, dat ook de eigenschap, die in (2) 
is afgeleid uit de stelling van (1) op andere w^zen kan bewezen 
worden. Hiervoor zij verwezen naar een artikel van Dr. C. Betel, 
SchlömOck'ê Zeitêchrift, XXIX, Seite 123. 
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